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CORRIGE DEVOIR MAISON N°4

k=n
EXERCICE 1 : A. On considere la suite (u,) définie sur IN* par u, = % .
k=1
5 5 1 49 49 1 205
1. On trouve u1=1,u2=z,u3=z +§ = %,m:% + 1_6 =m.
) k=n+1 1 k=n 1 1 ) )
2. Pour tout entier naturel n >0, u,, ., —u, = - - Z — = ——= >0, donc la suite (u,) est croissante.
=k =1 k (n+1)
. 1 1 k—(k—1) 1 1 R 1 1 1
3. Pour tout entier k = 2, = % K(k=1) = K (k=1) > F,car k(k—1) <k*, donc F < — "
En sommant ces inégalités membre & membre pour 2 < k < n, on trouve :
’5‘11_11111111_11
P A TR R B T T N I Rl
k=n k=n 1
Donc, pour tout entier n > 0, u, = Z % <1+ Z k—ll—%) =2- o < 2; ainsi la suite (u,) est majorée par 2.
k=1 k=2 -

4. La suite (u,) es croissante et majorée par 2, donc elle converge vers un réel [ < 2.
2

4 4 . L
Euler a démontré en 1748 que cette suite converge vers i

. . P 1 1
B. On considere les suites (v,) et (w,) définies sur IN* par v, = u, + o et w, =u, + P
1.Ona lmv, _ limu, _ T o0 iy —— —0.
n—+o n—+o 6 Nt 1
. . .n.2 1
De méme, 1M w, — limu, _ T o ji;m — =0,
n—+ow n—+ow o+ oo n
2 P tout enti =1 ! ! !
.a)Pourtoutentiern =2 1,v,,; — v, =, .1 + e —(u, + ) T e — U + par M
1 1 1 n+2+(n+17>=(n+2)(n+1) 1
7+ - = 2 = P .
(n+1y ~ n+2  n+l (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)
b) Comme n >0, alors (n +1)*(n +2) >0 et v,,, —v, > 0, donc la suite (v,) est strictement croissante.
. 1 1 1
3. Pourtoutentiern = 1, w,., —W, =, + 1 —(u, + - Y=Uper — U, + P
1 1 1 n+n(n+1)—(n+1) -1 .. .
s+ —— — — = ( ) (2 ) = > <0, donc w,,, —w, <O0; ainsi la suite (w,) est
(n+1) n+l1 n n(n+1) n(n+1)
. L. 1 1 1 1
strictement décroissante. De plus, w, - v, =u, + — —(u, + — )= — — = et
n n+l n n+l n(n+1)
; _ . 1 . . . L.
lim (w,=v,) = im ——— =0. Ona donc (v,) est strictement croissante, (w,) est strictement décroissante et

no+ o note R(R+1)
lim (w,—v,)

n—+ow

=0, donc les suites (v,) et (w,) sont adjacentes.
2 2
. . N .. T T
4. Les suites sont adjacentes, donc elles convergent vers la méme limite ? etv, < ? < w,.

1 1
i > — = — 2
5. Montrer que pour tout entier n = 1, w, — v, n(ntl) < " carn(n+1)>net n(nel) >0,
1
doncO<w, -v,< 5.
n
’ 1

6. L'encadrement v, < < w,estinférieur 2 10 2si w, —v, < 1072, soit < 102, soit

n(n+1)
n(n+ 1) = 102, soit n*> + n = 100 ; on résout 1'équation n*> + n — 100 = 0; le discriminant A = 401 > 0; il y a deux
—1-V401 __ —1+/401

2 2 ’
La solution est I'ensemble ]| — oo; -1 _2 401 11 1 +2 401

—1+V401

ensemble, il s'agit de 10 car —s ~95.

solutions réelles n, = t 1,

; +oo[. On cherche le plus petit entier naturel dans cet
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EXERCICE 2 : On considere la fonction f définie sur ] _7” ; % [ par f(x)=tanx.

1. L'ensemble de définition ] _2—Tr ; % [ de la fonction f est centré en O;

et pour tout x dans ] T ; s [, fl=x)=tan(—x) = sin(—x) - M tan x car la fonction sinus est impaire et
2 2 cos(—x) cos X

la fonction cosinus est paire. Donc la fonction f est impaire.

2. On en déduit que la courbe représentative de f admet le point O, origine du repére comme centre de symétrie.

3. Pour déterminer le nombre de solutions de I'équation f{ix) = 2x, on étudie la fonction g(x) = fix) — 2x . En effet,

I'équation f(x) = 2x est équivalente a I'équation g(x) = 0.

. .. -T T . .
La fonction g est dérivable sur | — ; > [ comme somme de fonctions qui le sont.

2
1 1-2cos” : : : 1
Etg'(x) = 3 -2= #ﬁc) . Cette dérivée est du signe du numérateur qui s'annule pour cos*(x) = = , soit
cos (x)_ cos”(x) 2
0=~ =2 oucostwy=— 2 cequid . .
cos(x) = —= = — oucos(x)=— — ,cequidonnex= — ou x=— —.
272 2 A 4 1
1
Le signe de g '(x) est, comme pour l'expression X* — — ,
2 x | - —Tr ™ ™
du signe de 1, donc positif pour les valeurs extérieures au o 4 4 D)

racines et négatif pour les valeurs entre les racines.
D'ou le tableau de variations :

+ 0
1+ n +00
4 ) /4 2 \
. -mT - . .
Sur l'intervalle ] =N ; T ], 1a fonction g est continue o 1-

car elle est dérivable, et g est strictement croissante de

g'(® - 0 +

|3

] _2—Tr; _T:r]dans]—oo;—1+ %];or—1+ % >0,donc0 € ]—o0; -1+ %],doncl'équationg(x):Oadmetune

. . -T -7
unique solution « sur ] > 1 IR

. -mT T . . . . -T T
Sur l'intervalle ] e ; T ], la fonction g est continue et est strictement croissante de | e ; 1 ] dans

]—1+E;1—E

™ T ™
> 2],0r—1+5>Oet1—7<0,donc06]—1+—

> - % ], et I'équation g(x) = 0 admet une

. . -7
unique solution § sur ] 7 IR

. T m . . . . T T T
Sur l'intervalle | Ry [, 1a fonction g est continue et est strictement croissante de] i) [ dans |1 - = +00 [

orl-— % <0,donc0 €]l - % ; +00 [, et I'équation g(x) = 0 admet une unique solution y sur ] % ; % [.
y a donc trois solutions a 'équation tanx = 2x, x € ] 2T 1, B€] 71 lety €] 77 [.

De plus, on sait que g(x) = 0, donc g =0.
A Taide de la calculatrice, on trouve des valeurs approchées a 10~ *prés de cxet y :
x=-1166 et y =1,166.
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