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CORRECTION

EXERCICE 1 : 1.I'ensemble de définition D; de la fonction f est 'ensemble des réels x tels que x* — 1 > 0.
Soitx* = 1, s0itx € =00 ;— 1 ] U [1; +o [. Donc Df=]-0;—-1]UI[l;+40][.
(x*=1)—x? -1
\/x2—1+x - \/x2—1+x

az—b2=(a—b)(a+b)- hm x2—1 — hm X =+OO,dOnC llm f(x) =O

x4 o x>+ x—+ow

2. a) Pour tout réel xde D , fix) = Vx’—1 —x= en utilisant l'identité remarquable

p) lim =1 _ lim (—x) = 400, donc 1M ) 2 oo,

x——o0 xX—=—0 x—o—o

¢) Comme lim f(x) _ 0, la courbe C; admet une asymptote horizontale d'équation y = 0 (axe des abscisses) en +oo.

X+

3. Pour montrer que la droite d'équation y = — 2x est asymptote oblique a C;, on étudie lim (f (x)=(=2x)) _

. 2 (x*~1)—x* -1 -1

lim (Vx'—1+x) . On peut écrire \x*—1+x = > = = et comme lim f (x) = +o0,
- Viol-x  Vé-1-x flx o
alors 1im (f(x)=(=2x)) _ 0. Donc la droite d'équation y = — 2x est asymptote oblique a la courbe C; en — .

X——00

4. Etude de la dérivabilité de fen — 1 eten 1:

F)=f(=1)  V—i—x—1 x-D)(x+1)

a)Pourx<-1:x-1<0,dot —x+1>0et—x—1>0. Ainsi = = s— 1=
x+1 x+1 \/(x+1)
\/ x+1 _ — (-1
- (== 1 xtl =4 —1.D'ou hmM_ lim 1—1 = +o0, car
\/( —x—1) —x—1 x+1 xo1 x+1 x+1

lim (x-1) _ et lim (x+1)

o1 =0"et hm = +o0. La fonction f n'est pas dérivable en — 1.
xo—1 et xo-1 x+1
FO=f) V@—t-x+1 x-1)(x+1) o
b) Pour x> 1: = = > -1= —1.
x—1 x—1 Vix—1) x—1
. x)—f(1 .
D'ou llrrlM = lim X—H—l =+o0 car lim ; = +o0. La fonction f n'est pas dérivable en 1.
xo1 X— o1 x—1 o1 X—

5. a) La fonction f est dérivable sur |- oo ; — 1 [ U ]1; +o0 [ comme somme et composée de fonctions qui le sont.

2x x—Vx’-1
Douf'x)= —7—0—— —1= —7—— . Lesigne de f'(x) est le signe du numérateur:
2Vx \/x -1 N

Six<-1,xet — \/: sont négatifs, donc f'(x) <0
Six>1,ona0< x*—1<x",donc m < x par la croissance de la fonction racine carrée sur [0; +oo[;
etx— m = 0, donc f'(x) = 0. La fonction fest décroissante sur |— oo ; — 1[ et croissante sur ]1; +oo [.
b) Le tableau de variations de f sur D;:

x |- -1 1 +00 1

5

f') - I Non + ]
définie

4-

+00 Non 0 ]
définie

S \ / ]

1 -1 -

2-

6. La courbe ainsi que les tangentes aux points 1]

d'abscisses —2,—1, 1 et 2:
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EXERCICE 2
5 u— 3 8

1. a) Montrons par récurrence que pour tout entier naturel n, 1 <u, < 3 : On peut écrire u,, = ;= 5- R
u + u

Initialisation : u, =2 donc 1 < u,y < 3, donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité: Supposons que, pour un entier naturel &, 1 < u; < 3, et montrons que 1 < u;,; < 3:

1 1 1 —8 8
1 <u; < 3entralne 2 <y + 1 <4, puis Z < —,puis—4<—  <-2,puisl <5-

1 <
u + 2 uk—l—l uk—l—l

<3;

ainsi 1 < ., < 3. Donc, pour tout entier naturel n, 1 < u, < 3.
b) Montrons par récurrence que la suite (u,) est croissante, c'est-a-dire que, pour tout entier 7, i, +1 > U, :

7
Initialisation : uy =2 etu, = — donc u; > u, , donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité: Supposons que, pour un entier naturel &, ., > 4 , €t MONtrons que Uy .o > Uy 41 -
1 1 ) -8 -8 ) -8 -8
< , puis > , puis 5 + >5+ ;
w, 1w+l u, +1 7w+l u,, +1 u +1

Upe1 >y entraine u .+ 1 >u + 1, puis

ainsi uy ., > g .1 . Donc la suite (u,) est croissante.
¢) Comme la suite (u,) est croissante et majorée par 3, elle est convergente.
S5u —3 Su —3-3(u +1)
n _ 3 n n
u =3 u +1 u+1 2u —6 2(u,—3)

n+

1
3.2) Vo1 = = = = = = — v, . Ainsi, la suite (v,) est
u,  —1 Su —3 5u —3—(u +1) 4u —4 4(u —1) 2
n n _1 n n n n
un—l—l un—l—l
u,—3 1
géométrique de premier terme v, = , =— 1 et de raison E .
u —
0
" u—3
b)Doncv,=—1|—| =1-(0,5)".De v, = , on déduit que v, (u,—1)=u, -3, puisu, (v,— 1)=v,—3 et
u —
v,~3 —(0,5)"-3
U, = ,donc u,= ————.
v —1 —(0,5)"—1

lim Vn =O, et lim I/ln =3.

n—+ow n—+w

2. La raison de la suite (v,) étant strictement comprise entre O et 1,
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