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CORRIGE  DEVOIR MAISON N° 3

2x+1
x+1

EXERCICE 1 : On considere la fonction fdéfinie sur l'intervalle [0 ; 2] par f{x) =

1. a) La fonction f* est dérivable sur [0 ; 2] comme quotient de fonctions dérivables,

2(x+1)—(2x+1) 1 . ) i
et f'(x)= t1) = t1) > (, donc la fonction f est strictement croissante sur [0 ; 2].
X X
5
b)Onafl0)=1etf2)= 3 ;doncsix € [0;2],s0it0 < x < 2,

5
alors f{0) < flx) < f(2),s0it 1 < fix) < 3 et donc f{x) € [0 ; 2].

15,

2. On considere les suites (u,) et (v,) définie sur N par :
up=1letu,«1=fu,) ; vo=2etv,«1 =f).

a) Représentation graphique de f sur [0 ; 2] et construction des L
quatre premiers termes des suites (u,) et (v,) : /]

c¢) Conjecture : la suite (u,) est croissante et converge vers l'abscisse
du point d'intersection de C, et de la droite (d) d'équation y = x. La °*
suite (v,) est décroissante et converge vers l'abscisse du point
d'intersection de C,et (d).

3. Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel # : 0 0s \E AN E
a)l<svy, <2:
Initialisation : vy =2, donc 1< vy < 2 ; la propriété est vraie pour n = 0.
Hérédité : on suppose que pour un entier £, 1< v, < 2, et montrons que 1< vy < 2:
. . .3 5
par la croissance de la fonction f, f{1) < fiv,) < f(2), soit ) < fn) < 3 ,donc 1< v, < 2.

Conclusion : Pour tout entier naturel n : 1< v, < 2.
b) Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel n, v, | < v,:

Initialisation : vi = 5 <, =2, donc la propriété est vraie pour n = 0.

3
Hérédité : on suppose que pour un entier k, vy +1 < Vv, et montrons que Vi +2 < V4 -
par la croissance de la fonction f, v +1) < fiwy), soit v ,» < v, 1. Donc pour tout entier naturel n : v, +1 < v,.
2v,+1 2u, +1 (2v, +1)(u,+1)=(2u,+1)(v +1) v,—u,

vl w1l (v, +1)(u,+1) v A, 1)
4. Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel n, v, —u, = 0 :
Initialisation : vo — 1o = 2 — 1 > 0, donc la propriété est vraie pour n = 0.

C) Vsl —Ups1 =

Hérédité : on suppose que pour un entier k , v, — 1, = 0, et montrons que vy+ — U+ = 0 :
vV, —u

A k k
vi—u, 20,y +120,etu, +1 20, entraine vy + | — 1 = (

v (1) =%

Conclusion : Pour tout entier naturel n : v, —u, = 0 .

On sait que, pour tout entier naturel n, 1< v, <2et 1<u,<2,doncv, +1=2,etu,+1 =2,

1 1 1
donc (v, + 1)(u,+1) = 4,dou0< m < Z,d'oﬁ Vo il —Upi1 < Z(V” — U, ).

1
7]

=1, donc la propriété est vraie pour n = 0.

5. Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel n, v, —u, <

0

Initialisation : vo—uyg =1 <

k k+1
1 1
ik et montrons que v+ — U1 S |~

Hérédité : on suppose que pour un entier k , v, —u; < )

k k+1

1

1 1
Vel —Up+1 S Z(Vk—uk)< Zx

1 n
4 4 4| -
6. La suite (v,) est décroissante et minorée par 1, donc elle converge vers un réel /. La suite (u,) est croissante et

1 . .
. Conclusion : Pour tout entier naturel n : v, —u, <
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majorée par 2, donc elle converge vers un réel /’. On sait que lim (Z) =0, suite géométrique de raison

n—+ow

. ‘ L - im (v —
strictement comprise entre —1 et 1. Comme 0< v, —u, < 7| »par le théoréme des gendarmes, )}f‘m (v,—u,) = 0.
Ala limite, / —I'= 0, donc / =[". Donc les suites (u,) et (v,) convergent vers la méme limite «. Pour déterminer la

2x+1
valeur exacte de «, on résout I'équation flx) =x : 1 X équivaut a 2x + 1 =x* +x et x # — 1 équivaut a
N . . , 1++5 15
x*—x—1=0 etx # — 1.Le discriminant A = 1 + 4 =5 ; il y a deux solutions réelles : x, = 2\/» etx, = T\F .
- . : 1+4/5
Comme la limite commune doit étre comprise entre 1 et 2, alors o = 5
. . . ™
EXERCICE 2 : 1. La dérivée de la fonction tangente sur l'intervalle | — — ; B [ estégale a
cos(x)Xcos(x)—sin(x)X(—sin(x) cos’(x)+sin” (x sin
(tan()) — ( ()2 (x)X(=sin(x)) _ ()2 ():1+ ()—tan2(x)+1.
cos (x) cos (x) cos’(x)

2. On considere les fonctions f et g définie sur l'intervalle | — % ; % [ par f{x)=tan(x)—x et g(x) = tan(x) — 2x.

. , . mwm T . .
a) La fonction f* est dérivable sur | — ERE) [ comme somme de fonctions dérivables ;

et f'(x)=tan?(x) + 1 — 1 =tan?(x) > 0, donc f est strictement croissante sur | — % ; % [

Comme f{0) = tan(0) — 0 = 0, la fonction f'est négative sur | — % ; 0] et positive sur [0; % [.

b) La fonction g est dérivable sur | — % ; % [ comme somme de fonctions dérivables ;

et g'(x) =tan*(x) + 1 —2 = tan*(x) — 1 = (tan(x) — 1)(tan(x) + 1). tan(x) — 1 = 0 pour tan(x) = 1, soit x = % .
tan(x) + 1 =0 pour tan(x) =— 1, soit x = _—I . X - — - T
D'ou le tableau de variations de g : 2 4 4 2
¢) Une équation de la tangente a C ¢'(%) + 0 _ 0 +

représentative de la fonction f en x = 0 est

y=/'0)(x-0) +£0) = 0. Ty +00
d) I1y a trois solutions a I'équation g(x) =0 g(x) 2 \ 1 /
2

™ T ™ —T —o

sur]—E;3[:une(xsur]—§;T[,une
- T .
sur | W Z[qulestOetuneBsur
LR Lduit le i AL
g 3[.Onendedmtles1gnedegsur]f 753 [:
T
négative sur | — L) «] et sur [0 ; B] ; positive sur [« ; 0] et sur [ B —[

3

; 2[palr (x) =tan(x) —x — 3

3. On consideére la fonction / définie sur l'intervalle | — >

La fonction % est dérivable sur | — comme somme de fonctions dérivables ;

n : n [
272
et h'(x)=tan*(x) + 1 — 1 —x* = tan*(x) — x* = (tan(x) — x)(tan(x) + x) = f{x)(tan(x) + x).

T —TT —TT
On sait que tan est positif sur [0; B [ et négatif sur | Rk ; 0]. Donc tan(x) + x < O sur ] - 0] et
s A . . .o . -7 U . .
tan(x) +x = 0 sur [0; B3 [ ; de méme pour f. Ainsi /' est positive sur | ) [ et & est strictement croissante.

De plus, 4(0) = 0, donc /4 est négative sur | _TTT ; 0] et positive sur [0; % [.

3
% [ par j(x) = tan(x) — x — 4Tx .

Nlﬁ

4. On considere la fonction j définie sur l'intervalle ] —
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T T
La fonction j est dérivable sur ] — R [

comme somme de fonctions dérivables ;

et j'(x) =tan?(x) + 1 — 1 — 4x* = tan’(x) — 4x” = (tan(x) — 2x)(tan(x) + 2x) = g(x)(tan(x) + 2x).

On sait que tan est positif sur [0; % [ et négatif sur | —Tn ; 0]. Donc tan(x) + 2x < O sur | Tn ; 0] et

T
tan(x) + 2x = 0 sur [0; 5 [ ; on connait le

signe de g. D'ou le tableau de variations de j :

T
5. Pour x € [0; 7 [,

3
h(x) = 0, soit tan(x) — x — % = 0, donc
3
X+

w|><

< tan(x);
3

j(x) < 0, soit tan(x) — x — Tx <0, donc

3

4x . x’
tan(x) < x + 5 - On trouve ainsi x + 3

6. Pourx € ]— 01,

4

3
h(x) < 0, soit tan(x) — x — % < 0,donc x+ % = tan(x);
; : 4x° ’ _ 4x°
j(x) = 0, soit tan(x) — x — N = 0, donc tan(x) = x + 5 - On trouve ainsi x + = < tan(x) < x +
7 p 0 ™ ¥ 3 3 dos X tan(x)—x - 4x
. Pour x € ]0; 7 [, 3 < tan(x) —x < ,dou 3 < 7 <3
P T 45° - - x dor 4x tan (x)—x X
our x € ]* 4 [, 3 < tan(x)fx ) 3 ou 3 X xz x 3
_ , o . tan(x)—x
Comme lim — = lim 3 = 0, par le théoréme des gendarmes, lim 3 =0
x—0 x—=0 x—=0 X

4
<tan(yx) < x+ —.

x - % 0 B n
2 2
g(x) - 0 + 0 - 0
tan(x) + 2x - - 0 +
Jj'x) + 0 - 0 - 0
J() +00
X
Jjx) _oo / \o\ - /
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