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CORRIGE DEVOIR MAISON n°7

EXERCICE 1
1 1
1. On peut écrire les fonctions fetg: fix)=In|lT—] — —— =In(1 + x) — Inx — et
X 1+x 1+x
1 1 1
g)y=In|lt—| — = =In(l +x) —Inx— — .
X X X

a) Les fonctions fet g sont dérivables sur ]0; +oo [ comme somme et composée de fonctions dérivables sur

10 LBt 00 1 1 1 x(1+x)—(1+x)*+x -1 0 sur J0 (. donc 1
;4o [ Et f'(x)= ——- — + = = <0 sur]0; 4o [, donc la
l+x  x  (1+x) x(1+x) x(1+x)
fonction f est strictement décroissante sur |0; +oo [ .
1 1 1 X = (1+x)x+1+x 1 ) )
g'xX)=7—7—-—"+ — = 2 = > >0 sur ]JO; +oo [, donc la fonction g est strictement
I+x x x (1+x)x (I4+x)x

croissante sur ]0; +oo [ .

+1
X

=0 puisque In1 =0, et lim = 0, donc lim f (x) = 0; comme la fonction f est
X—+o0 X X+

b)Ona lim In

x— o0

strictement décroissante, alors pour tout réel x > 0, f(x) > 0.
lim g(x)

X =+

De méme = 0; comme la fonction g est strictement croissante, alors pour tout réel x > 0, g(x) <0.

1
c¢) Pour tout réel x strictement positif, fix)> 0, soit In(1 + x) — Inx — ? > 0, soit In(1 + x) — Inx > T
X X

1 1 1 1
gx) <0, so0itIn(l +x) —Inx— — <0, soitIn(l1+x)—Inx< —.Dot —— <In(l+x)-lnx< —.
X by 1+x X

1 1 1
2. On considere la suite (u,) définie sur IN par u, = —— + +..+ .
n+1 n+2 2n
1 1
a) Pourtoutentiern >0, —— <In(l+n)-Inn< — ; — <In@+n)-In(l+n) < ;
1+n n 2+n 1+n
! <InB+n)-In2+n) < ! t L < In(2n)-In2n-1) <
- ~ + - + ~ - . ...' - ~ - - ~ .
31 G+ -In@an) < o7 sete. s o < In@n) —In(2n 201"

1
<In@n+1)—In@n) < — .
rnr1 @t D)-In@n < o

En additionnant membre a membre toutes ces inégalités sauf la derniere, on obtient u, < In(2n) — Inn = In2.
En additionnant membre a membre toutes ces inégalités sauf la premiere, on obtient In(2n + 1) —In(1 + n) < u,.
2n+1

D'ou In <u, < In2.

n+1
2n+1

b) Comme lim =2, alors lim In

= In2; par le théoréme des gendarmes, 1M ¥, =[n2.
not+oo B+1 n—+oo n

-+

n+1

EXERCICE 2

On considere deux réels a et b strictement positifs tel que a + b = 1.

Le but de I'exercice est de démontrer que aln + bln < In2.

1. On considere la fonction f définie sur [0; 1] par fix) = — xIn(x) — (1 —x)In(1 —x) si0<x < 1etf{0) =£1)=0.

a) On sait que lirr(l)xlnx =0et lirr(l)(l—x)ln(l—x) =0, donc lin; f(x) =0 =£(0). Donc la fonction fest
continue en 0.
lirrllxlnx =0et lirr:(l—x)ln(l—x) = )l(irr:)XInX =0 (en posantx =1 —x ), donc lirr: f(x) =0=£(1). Donc la

fonction fest continue en 1.
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b) Pour montrer que la droite d'équation x = 5 est un axe de symétrie de la courbe C, il faut et il suffit de

) 1 1
démontrer que pour tout x de [0; E],f(z —x):f(z +X):
A5 =9 ==(5 —9In(5 —9-(1- (3 O - (>~ == (> —N-(5 +DIn(> +)

5 ~9=-(5 —=9n(7 -0 -1 -(7 -1 - (7 -0)=@- (7 -0)-(F +DIn( +x).
A3 4+0==(5 +0I(5 +0-(1=(5 +Dn(=(F +2)==(5 +DI(5 ++ = T)n(> -

5 t0=-(7 +0n( +x)-(1-(7 +0))hd-(F +0)=-(7 +n(7 +0)+&- “)n(- -).

1 1 1
Donc f{ 5" x)=f 3 + x) et la droite d'équation x = 5 est un axe de symétrie de la courbe C.

c¢) La fonction f est dérivable sur ]O; 1[ comme produit et somme de fonctions qui le sont ;
1—x
|

= 1 si et seulement si

f'x)= —ln(x)—xi —(=DIn(1-x)-(1-x) 1_—1 =1In(l —x) —In(x) =In
—Xx

1—x

f'(x) = 0 si et seulement si In = 0 si et seulement si = 2 si et seulement

==

x x
. 1 ) . 1 L. 1
Six < E . Donc la fonction f est croissante sur ]O; E ] et décroissante sur [ E ;1L

d) Le tableau de variations de f :

La valeur exacte de x |0 1 1
o) == 22— T in(2)=—In(+)=In2 2
—|=——In(—)- —In(—)=-In(— ) =1In2.
2 2 2 2 2 2
') + 0 -

2. En déduire 1'inégalité proposée au début de 1'exercice.

1 In2
La fonction fadmet un maximum égal a In2 atteint en 5 fx) / \

donc pour tout x de [0; 1], — xIn(x) — (1 —x)In(1 — x) < In2. EN 0 0

prenant a =x et b =1 —a =1 — x, on obtient, pour tous réels a

1
et b de [0; 1] tels que a + b = 1, on obtient — aln(a) — (b)In(h) < In2, soit aln
a

+ bln < In2.

1 1
3. On obtient 1'égalité aln |—| + bIn [—| = In2 lorsque la fonction fatteint son maximum, soitx =a = 5 et dans
a
1
cecas, b= —.
2
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