CORRIGE DE L'EXAMEN CHEZ BRAIN-PREPA
EXERCICE 1

1.f(x)=(—4x)e™, fP(x)=(-4-8x)e* et f(x)=(—-16-16x )™ .

2. Montrons par récurrence que pour tout entier n>1, f™(x)=2"(1-n-2x)e* : pour n = 1, la propriété est vraie.
Supposons que pour un 1, f"'(x)=2"(1-n-2x)e’* et montrons que

M x)=2"(1=(n+1)-2x)e™ =2""(-n-2x)e* : Ona

Fr U x)=(f" )(x)=2"(=2)e” +2"(1-n—2x)2e™ =2"(2+2-2n—4x )e™ =2"(-n-2x)e**. D’ol la
récurrence...

3. a) La courbe représentative de /"’ a une tangente horizontaleen M, (x, ; vy, )si f“"(x )=0et f™(x )=y, ;

Ona f"™(x)=2""(—n—2x)e™ =0 si xz—g, done x, =—g et y =f"(x )=2"(e")

2x, —n —n

e e e .
a)Onapourtout n>1, —=—=—=2"¢"=y,,donc
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les points M, appartiennent bien a la courbe I" d’équation wooM M M, My
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b)Ona x, = —E , donc la suite (x, ) estune suite

. . 1 .
arithmétique de raison 5 Cette suite tend vers —oo.

2y . .
c)Onay =2"¢"= (—] , donc la suite (y, ) est une suite
e

g . 2 . 2 .
geometrique de raison —. La raison — est strictement
e e

comprise entre 0 et 1 donc la limite de cette suite est 0.

EXERCICE 2

La fonction f est définie sur IR par f(x)=(x’+x—1)¢*.Onnote f'=f"', f>=f", f*, f¥, .. les dérivées
successives de f.

1. fi(x)=(x*+3x)e" , f'"(x)=(x"+5x+3)e" .

2. a) Montrons par récurrence que pour tout entier n>1, f"/(x)=(x’+a,x+b, Je* avec a,=a, +2 et

b =b_ +a,:pour n=1,0na f'(x)=(x"+3x)e’ doncavec a,=3=qa,+2 et b =0=a, +b, , donc la propriété est

vraie pour n = 1. Supposons que pourun n>1, f"(x)=(x*+a,x+b, )e* avec a,=a,_ +2 et b =b,_ +a, et

x+b

n+l

montrons que " (x)=(x’+a Je* avec a,,=a +2 et b

n+l

n+l n+l - bn + a, .

F"x)=(f"(x))=(2x+a, )" +(x*+a,x+b, Je* =(x*+(a,+2)x+(b, +a, ))e* . Larécurrence est bien
démontrée...
b)a =3,p=0eta, =a+2,5b

n+l

=b, +a, ; on montre par récurrence
que pour tout n =1, a, et b, sont des entiers relatifs : la somme de deux

entiers relatifs est un entier relatif ...
3.a)Ona q, =3 et g, =a,+2 donc lasuite (a, ) estune suite

arithmétique de raison 2 ; pour tout n =1, a, =2(n-1)+3=2n+1.
b) On a, pour tout n>1 :

b»x = an—l + b»x—l = a»x—l + an—Z + b»x—Z = a»x—l + an—Z + a»x—3 + b»x—3 =
=..=a,+a,,+..+a,+a +b .Comme b =0, on a bien
b =a, +a, ,+..+a,+a,.

Donc b, est égale a la somme des n-1 premiers termes d’une suite

arithmétique, donc , pour tout n>1,

n

b =”T_1(an,, +a, )znT_l(Z(n—l)+l+3)=n2—l .




