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 Exercice  1 : 

Dans le plan (p)  muni du repère orthonormé (o,
,o� ��.oooo� 
On donne  Ac��� d  Bc1#d  Cc�u� d 

�Ê� : 4* − 5@ − 20 = 0  
1) Calcul de l’équation du cercle passant par A, B et C. 

Posons    Ωc��d le centre du cercle  

On a   Ω?# = Ωk# = ΩF# Ω?# = Ωk# ⟺    �−5 − ��# + �1 − ��# = �−��# + �2 − ��#  

  ⟺ �5 + ��# – �² = �2 − ��# −  �1 − ��#  

              ⟺ �5 + � − ���5 + � + �� = �2 − � + 1 − ��    
  ⟺ 25 + 10a = 3 − 2b       ⟺ I+ � = −ââ  �â�  

De même    Ωk# = ΩF# ⟺  �# + �2 − ��# = �4 + ��# + �5 − ��# 

    ⟺ �# −  �4 + ��# = �5 − ��# −  �2 − ��#   

  ⟺ �� − 4 − ���� + 4 + �� = 3�5 − � + 2 − �� ⟺ −8� − 16 = 21 − 6�  

  ⟺ −G+ K� = HÃ  �ä�  

(1) et (2)   ⟺ � 5� + � = −11−8� + 6� = 37¹ 
Les solutions de ce système sont  = �âØHHG    et  � = JÃHG 
Ainsi  Ñ = �) = IHG√ddä 

Ainsi l’équation de ce cercle est : 

�á + âØHHG �ä + �5+ JÃHG�ä = ââØIØâddd  

2) Détermination de l’image d’un point M par � 

Posons C �)�¡��    et C′ �)$¡$� = _�C�  

Un vecteur normal à�Ê� est �o�c u��d et un vecteur directeur  So�c�ud par définition de C′,   

CC′oooooooo� ∙ So� = 0  �)$�)�¡$�¡�� ∙ c�ud = 0 ⟺     5*′ − 5*� + 4@′ − 4@� = 0  �3� ⇔ 5*′ +  4@′ – �5*� + 4@�� = 0  
De plus C’ ∈   �Ê� ⟺ 4*′ − 5@′ − 20 = 0 ⟺ *′ = �u �5@′ + 20�  

   ⟺    �u �5@′ + 20� + 4@′ − �5*� + 4@�� = 0  

   ⟺ @′ = �u� \20*� + 16@� − 100]  
On trouve   *′ = �u� \25*� + 20@� + 80] 
D’où  C′� *′ = �u� \25*� + 20@� + 80]

 @′ = �u� \20*� + 16@� − 100]¹ 
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3) Déterminons le point Q de ce cercle le plus éloigné de (Ê ) : 

 
Après lecture  du schéma on trouve  évidemment  le point le plus éloigné défini par : 

Î �−4,444,71 � 
4) Déterminons l image du cercle par �: 
Après lecture du schéma et avec beaucoup d’approximation l’image du cercle est le segment  \LG]  avec  L �−0,62−4,49�  �� G � 3,70−1,04� 
EXERCICE 2 : 

1) Montrons  que ∀� ∈ ℕ  ¦�=Ò�=l� 

On a  ̧ Û=∑ `4Û=�−â�Û�=�=eÛ=�Ø  

Posons    W′ = � − W  alors  ̧ Û=∑ `4ÛÛ�=′�−â�=′�Û�=′eÛ=�Ø         �â� 

Or  4ÛÛ�=$ = 4Û=$ d’où �â�  ⟺  ̧ Û = ∑ `4Û=′�−â�=′�Û�=′eÛ=′�Ø  =)Û . 

Aussi   -Û = q �áä − â�Û Qá .âØ  

Or d’ après la formule du binôme de Newton, on a :   

�áä − â�Û = Ö 4Û=�áä�=�−â�Û�=Û
=�Ø

. 
 -Û = q ∑ 4Û=�áä�=�−â�Û�=Û=�Ø QáâØ  
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=∑ 4Û=�−â�Û�=Û=�Ø q áä= QáâØ  

  = ∑ 4Û=�−â�Û�= ûáä=�â
ä=(âüØ

âÛ=�Ø   

  = ∑ 4Û=�−â�Û�= � âä=(â�Û=�Ø   

  = ∑ 4Û=�−â�Û�=�=.Û=�Ø   

D’où -Û = )Û = ¸Û 
 

2)  

a. Montrons que   ∀� ∈ ℕ∗, l� = �ä�ä�(â l��â: 
On a  -Û = q �áä − â�Û QáâØ . 

 

Posons   � S$ = 1 �� � = �*# + 1�U, E� �S = * �� �$ = 2�*�*# + 1�U�� ¹ 
  D’où -Û = \á�áä − â�Û]Øâ − äÛ q áä�áä − â�Û�âv*âØ   

  = −2n q \�x# − 1�' + �x# − 1�'��] dx�1  

     = −2�\GU + GU��] 
 ⇒ �2� + 1�-Û = −äÛ-Û�â 
Ainsi -Û = −äÛäÛ + â -Û�â 

  
b. Déduisons-en une expression  de l� 

 
On  a    -â = −äH -Ø

-ä = −dI -â
-H = −KÃ -ä⋮-Û = −äÛäÛ + â -Û�â

 

En multipliant  membre à  membre les égalités et   simplifiant,  nous obtenons : -Û = −äH × −dI × −KÃ × ⋯ ⋯ ⋯ × −äÛäÛ + â -Ø 

 = �−â�Û ä∙â×ä∙ä×ä∙H×⋯⋯⋯×ä∙ÛH×I×Ã×⋯⋯⋯×�äÛ(â�  

 = �−â�Û ∙ äÛ â×ä×H×⋯⋯⋯×ÛH×I×Ã×⋯⋯⋯×�äÛ(â� 
 = �−â�Û ∙ äÛ ∙ Û! ä×d×K×¤×⋯⋯⋯×äÛâ×ä×H×d×I×K×Ã×G×⋯⋯⋯×äÛ×�äÛ(â� 
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 = �−â�Û ∙ äÛ ∙ Û! äÛÛ!�äÛ(â�! 
Ainsi,  

-Û = �−â�ÛdÛ�Û!�#
�äÛ + â�!  

 
3)  Montrons que la suite  �|l�|��∈ℕ est  convergente. 

On  a    ∀� ∈ ℕ, |GU| = u��U!��
�#U(��! et   |GU(�| = u���c�U(��!d�

�#U(p�! = u�U(���
#�U(���#U(p� ûu��U!��

�#U(��!ü = #U(##U(p |GU|                       
Ainsi, |GU(�| = #U(##U(p |GU| ≤ |GU| 
D’où la suite �|GU|�U∈ℕ est une suite décroissante. 

De plus,  ∀� ∈ ℕ ,  |GU| ≥ 0 

Ainsi �|GU|�U∈ℕ est une suite décroissante et minorée d’où elle converge.  
  

4)   
a. Montrons  que ∀� ∈ ℝ, â + � ≤ ¡�. 
La courbe de la fonction ª: * ↦ �)est en tout point au dessus de sa tangente et par 

conséquent, ∀� ∈ ℝ, ∀* ∈ ℝ, ª$����* − �� + ª��� ≤ �).  En particulier, pour a=0, on a : ∀* ∈ ℝ, 1 + * ≤ �) 
b. En déduire que ∀� ∈ ℕ |l�| ≤ ¡��� . 

Soit P(n) la proposition ≪  |GU| ≤ ��Ù� .≫   ∀� ∈ ℕ. 
Pour � = 0 ∶                      E� � |G1| = 1  �� ��Ù� = 1 

Ainsi |G1| ≤ ��Ù�  d’où P(0)  est vraie  

Supposons P(n) vraie et montrons que P(n+1) est aussi vraie    c'est-à-dire  |GU(�| ≤ ��Ù��� 

On a   |GU| ≤ ��Ù�  ⟺ «#U(##U(p« |GU| ≤ ��Ù� «#U(##U(p«. 
    ⟺ |GU(�| ≤ ��Ù� «1 − �#U(p« 
D’après la question précédente, on a   ×1 − 12� + 3× ≤ � ��#U(p 

Ainsi     |GU(�| ≤ ���AU + �#U(p)   ⟺        |GU(�| ≤ ��Ù��� 

D’où  P(n) est vraie   ∀ � ∈ ℕ . 
c. Montrons que ∀� ∈ ℕ �� ≤ �� 

La fonction * ↦ �#)(�  étant décroissante, on a : 
�#U(p ≤ �#)(� ≤ �#U(�    ∀* ∈ \�, � + 1]. 

D’après  l’inégalité de la  moyenne  on a : 

q �#U(pU(�U v* ≤ q �#)(� v*U(�U ≤ q �#U(� dx U(�U     

i.e.   xU ≤ �U�� + 1 − �� 

Ainsi   ∀ � ∈ ℕ,   xU ≤ �U 
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d. Démontrons que  ∀ � ∈ ℕ , |l�| ≤ Æ Hä�(H    
Soit P(n) la proposition ≪  |GU| ≤ Æ p#U(p   ≫   ∀ � ∈ ℕ . 

Pour � = 0 

On  a   |G1| = «q v*�1 « ⟺ |G1| = 1  

Et  Æ p1(p = 1       

D’où         |G1| ≤ Æ p1(p.  Ainsi   P(0)  est vraie. 

Supposons P(n) vraie et montrons que P(n+1) est aussi  vraie i.e. |GU(�| ≤ Æ p#U(�. 

On a    |-Û(â| = äÛ(ääÛ(H |GU|  or d’après l’hypothèse de récurrence  on a    |GU| ≤ Æ p#U(�  ⟺  |-Û(â| 
≤ #'(##'(p Æ p#U(p  (1) 

Aussi  
#'(##'(p Æ p#U(p  ≤ Æ p#U(�.    (2)  

De (1) et  (2)  on a :    |GU(�| ≤ Æ p#U(�.   

Ainsi P(n+1) est vrai. 

D’où    ∀ � ∈ ℕ , |GU| ≤ Æ p#U(p . 

Déduction   de la limite 

Comme limU→(Ã Æ p#U(p = 0 

Alors d’après le théorème des gendarmes  on a   limU→(Ã GU = 0 

Exercice3 : 

1) Calcul de la probabilité P: 

Soit P cette probabilité. On a } = 4äJI � âIØØ�I �â − âIØØ�äd
 

2) Calcul de la probabilité P’ : 
Appelons   j�  la  probabilité  qu’il  pleuve  un jour au cours de mars alors   

  j� = ��( #��111 = �#�.     

Ainsi on a    }$ = 4HââI � âäI�âI �ädäI�âK
 

Problème 

I.  Etude de la fonction d’une variable réelle :3�á� =  fÛ � áá(â�  +  ääá(â 
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1)   

a. Détermination du domaine de définition dans ℝ -�*� existe si et seulement si :  

     
))(� > 0 �� 2* + 1 ≠ 0  ⇔   * ∈] − ∞; −1\∪]0; +∞\ �� * ≠ − �#  

D’où  u3 =  ]−∞, −â\ ∪ ]Ø, +∞\  

b. Calcul des limites de � aux bornes du ç� 
      On a lim)→�Ã -�*� = lim)→�Ã ûln � ))(�� + ##)(�ü 
         = lim)→�Ã ln � ))(�� + lim)→�Ã ##)(� 

   D’où ���á→�Ã3�á� = Ø  

De même   ���á→(Ã3�á� = Ø  

 

On  a également lim)→1� -�*� =  lim)→1� ûln ))(� +  ##)(�ü 
                                                         = lim)→1� ln ))(� + lim)→1� ##)(� 

D’où   ���á→Ø� 3�á� =  −∞  

 
De même  

lim)→��= -�*� =  lim)→��= Nln ** + 1 +  22* + 1O 
                                                    = lim)→��= ln ))(� +  lim)→��	 ##)(� 

D’où  ���á→�â= 3�á� =  +∞  

c. Calcul de la dérivée de � 
On a: -$�*� =  � 66���


66�� +  � ##)(��$ = 6��=6�6���²6�6��� +  �u�#)(��² = �)�)(�� +  u�#)(��� =  u)²(u)(��u)²�u)�)(���#)(��²  

D’où   
3$�á� =  âá�á + â��äá + â�ä  

  
2)   

a. Etude de f et tableau de variation 
 Nous voyons que  ∀* ∈ �- , on a -$�*� > 0 donc  - est croisssante sur ]−∞, −1\ et sur ]0, +∞\  
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 Ainsi, le tableau de variation donne 

1− 0

0

+∞ 0

− ∞

− ∞

 
b. Les asymptotes à C� 

D’après le tableau de variation les droites d’équation @ = 0, * = 1 et * = 0 sont des asymptotes 

à C-. 
Courbe C3 
(Voir schéma ci-dessous) 

 
 

 
3)   

a. Calcul de l’aire ¦��� 
On a: −2 < > < −1  

          ?�>� = q -�*�v*(�#       
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  = q �ln ))(�+  ##)(�� v*(�#                            

  =   q �ln �−*� −  ln�−* − 1� +  ##)(��(�# v* 

  =  q ln�− *� v* −  q ln�−1 − *� v* +  q ##)(� v*(�#(�#(�#  

Utilisons l’intégration par partie pour le calcul :  

Posons d’une part ¸S′ = 1 �� � = ln�−*� ⇒S = * �� �$ = �)
¹ et d’autre part ̧

ª′ = 1 �� ℎ = ln�−1 − *� ⇒ª = * �� ℎ$ = ��()
¹ 

alors : 

?�>� =  \* ln�−*�] > −2 −   q v*(�# −  �\* ln�−1 − *�] >−2 −  q �1 − ��()� v*(�#  � +
\ln�−2* − 1�] >−2  

= \* ln�−*�] >−2 − \*] >−2 − \* ln�−1 − *�] >−2 +  \* − ln�−1 − *�] >−2 + \ln�−2* − 1�] >−2 

          = \* ln�−*� − * − * ln�−1 − *� + * −  ln�−1 − *� + ln�−2* − 1�] >−2 

          =  \* ln�−*� + �−* − 1� ln�−1 − *� +  ln�−2* − 1�] >−2 

Ainsi,  ?�>� =  > ln�−>� − �1 + >� ln�−1 − >� + ln�−2> − 1� + 2 ln 2 − ln 3 
D’où : 

 )�*� = *� ��−*� − �â + *�� ��−â − *� + � ��−ä*− â� + + � � dH  

b. Calcul de la limite de ¦��� quand � → −â� 

On a: lim)→��= A�λ� = lim)→��=� û> ln�−>� −  �1 + >� ln�−1 − >� +  ln�−2> − 1� + ln upü 
D’où : 

���á→�â)�*� = �� dH  

La valeur trouvée représente l’aire du domaine compris entre la courbe et les droites d’équation * =  −1, * =  −2 et @ =  0 

II.  ETUDE DE LA FONCTION D’UNE VARIABLE REELLE  à�á� =  � áá(â�ãá²(á
 

1)   
a. Détermination de ç ª�*� Existe si et seulement si  : 

))(�  > 0 �� *# + * ≥ 0   
Ce qui nous donne uà = ]−∞, −â\ ∪ ]Ø, +∞\  

  
b. Calcul des limites aux bornes de ç 

∀* ∈ �ª, on a: ª�*� = �ã)�)(�� &'� 66��� 
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¨ø�)→(Ã ª�*� = ¨ø�)→(Ã �ã)�)(�� ¨� � ))(��; posons  ̄ = ))(�   E� �  * = þ��þ et 

lim)→(Ã ª�*� = limþ→�= �Æ þ���þ�� &'þ
 

  = limþ→�= �√þ� ��=� 

  = limþ→�= ��√þ� ��=� ⇒ 

���á→(Ã à�á� = â&  

 

¨ø�)→(Ã ª�*� = ¨ø�þ→�� �Æ þ���þ�� ÖUþ 
                                              =  limþ→�� �√þ� ��=� ⇒ ���á→�Ã à�á� = &  

 

¨ø�)→1� ª�*� = ¨ø�)→1� �ã)�)(�� ÖU ))(� 
             = lim)→1� �√)(�∙√)�ln * − ln�* + 1�� 

                                   = lim)→1� �`#√)(�∙√)∙&' √)�√)∙√)(� &'��()�e ⇒ ���á→Ø� à�á� = â  

¨ø�)→��= ª�*� = ¨ø�)→��= �ã�)��)��� .ÖU �)���) 
  = ¨ø�)→��= �√�).√�)��\ÖU��)��ÖU����)�] 

   = lim)→��= �√�).√�)��.\&'��)��&'����)�] ⇒ ���á→�â= à�á� = â  

c. Calcul de la dérivée ′ 
On a:  ª�*� = � ))(��√)�() = �√)�() &'� 66���  
  Il vient :   ª$�*� = N #)(�#√)�() ln � ))(�� + √)�())�() O �√)�() &' 66��   ∀* ∈ �ª 

= r 2* + 1
2ã*² + * ln � ** + 1� +  1

ã*² + *s �ã)²() &' ))(� 

D’où   
à$�á� =  äá + âä√áä + á 3�á�. à�á�  

d. Variation de  et tableau de variation 
On a ∀* ∈ �ª, ª$�*� a le signe de �2* + 1�. -�*� 
D’ où ∀* ∈ �ª, on a ª$�*� < 0 
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1− 0

e

− ∞

1

1

1

e  
2)   

a. Relation entre �−�− â� et ��� ∀� ∈ ç 

ª�−* − 1� = � �)���)��(��ã��)�����)��(�� = �)(�) �ã)²() = �
� 66���ã6²�6  

D’où  
à�−á − â� = âà�á�  

b.  

Nous remarquons que d’après la relation ª�−* − 1� = �Ç�)� que : 

Lorsque * ∈ ]0, +∞\, on a  �−* − 1� ∈ ]−∞, −1\ . Ainsi en limitant l étude à ]0, +∞\, nous 

déduisons le signe le signe sur ]−∞, −1\ par cette relation. D’ où l’étude sur ]0, +∞\ aurait 
suffit pour pouvoir déduire le tableau de variation. 

4) Etude de la fonction d’une variable réelle définie par : ∀á ∈ uà ,     ¬�á� =à�á�    &v   ∀á ∈ ℝ\uà  ¬�á� = ç  
1) Valeur de β  
Comme  lim)→�� ª�*� = 1      ��        lim)→1 ª�*� = 1   alors  pour que h  soit continue il faut 

que ® = 1.  
   Ainsi,∀* ∈ ℝ\�ª, on a  ℎ�*� = 1 
 

2) Dérivabilité sur  ℝ : 
Avec la valeur de ®  trouvée la fonction n’est dérivable sur ℝ  
3) Asymptotes à la courbes : 

      Les droites d’équations respectives @ = �   �� @ = �5  sont  les asymptotes à la courbe. 

4) Courbe  
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