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Exercice 1 :

1. a) Etude des variations de f

La fonctionf est dérivable sub; = ]0, +oo[ et on avx € |0, +of,
f'(x) = ﬁ - % + xiz ; f'(x) est donc strictement positive pour taut [0, +oo[
Conclusion: f est croissante sur son domaine de définitipr-oo[

b) Déduction de l'inégalitdn(n + 1) —Inn <~ Vn € N*
On sait d'aprés 1l.aque f est croissante sy, +oo[ (1)

Par ailleurs : lim, o+ f(x) = —c0 et 2

limy .y () = liMyyoo (1+2) = 2= 0 (3)

Ainsi (1), (2) et (3) =V x €]0,4+, f(x) € ]—,0]
=VneN, f(n) €]—-x,0]
=>VneN, f(n)<0=

1
ln(n+1)—lnn£5 vn € N*
c) Démontrons quén(n + 1) —Inn > ﬁ vn € N*

Posongy(x) = In(x + 1) — In(x) — ﬁ Vx € ]0,+[. g est dérivable sU0, +oo[ et on a

Vx € ]0,+oo[, g'(x) = — < 0, doncg est décroissante s}, +oo[ (1)

x(x+1)2 —
De plus lim, o+ g(x) = +o0 et 2
limy 100 g(x) =0 3)
Ainsi (1), (2) et (3) =V x €]0,4+[, g(x) € ]0,+oo|
=VneN, gn)e€]o,+omof
=VneN, gn)=0=

1
1 1)—Inn>—— VneN*
n(n+1) nn_n_l_1 n

2. Montons quev n € N*,u,, > In(n + 1)

Ecrivons I'inégalité établie en 1.b en faisantgak de 1 a n
In(2)-In(1)) <1
In(3) —In(2) <1/2

In(n) —Inn—-1)<1/(n—-1)
In(n+1) —In(n) <1/(n)
En faisant la somme de ces inégalités membres dreahvientin(n + 1) <1+ 1/2 + -
1/(n—=1)+1/(n)

Donc u, =In(n+1)



OronalimIn(n + 1) = +o donc limu,, = +
Conclusion u, est divergente.
3. a) Etude du sens de variation(dg) :

Pourtoutn > 1, 41 — Uy = Upyy —In(n+1) —u, +Inn = ﬁ —In(n+1)+1Inn
Or d’aprés la question 1.tn(n + 1) —Inn > ﬁ vn € N* doncv,,,, — v, < 0 etla suite

(v,) est décroissante.

b) Déduction de la convergence de la s@itg) .
Pourtoutn > 1,u, =2In(n+1) >2In(n) 2 u,—Inn=v, >0
La suite (v,) est décroissante et minorée par 0 donc elle comge

Un

4. Pour tout entien > 2, on défini la suitéw,,) parw,, = o
1

a) Montrons que pour tout entier> 2,1 <w, <1+ o

Pour tout entien > 2,Inn >In1 =0oru, = In(n+ 1) > In(n) donc

u

L >1,vn=2 (1)

Inn

Ecrivons I'inégalité établie en 1.c en faisanteaki de 1 a n
In(2) —In(1) <1/2
In(3) —In(2) <1/3

W, =

In(n) —In(n — 1) < 1/(n)
Inn+1)—In(n)<1/(n+1)

Inn+1)<u,;—1=

Un+1 1 Up 1 1
In(n+1) z1 +1n(n+1) vnzl= In(n) =1 +1n(n) Vnz2=w, =1 +1n(n) vnz2 (2)

> <w, <
(1)et(2):>Vn_2,1_Wn_1+ln(n)

b) Déterminons la limite de la suie,,)

D'aprés la question précédenttim w,, = 1]
Exercice 2 :

1) Déterminons les affixes des poidis Ay, A, A7, A, A, A5 et plagons les sur une figure.

1
ZO=2,Z(’)=2i,21=1+i,Zi=—1+i,zz=i,z§=—1,z3=—§+5i



2) Calculonsg , p1, p2, 03,6 ,601,6, ,65.

N1

Po=2,pm=V2,p,=1,p3 =

2

0, = 0[2m],0; = —[2m], 6, =

(2] 6 = = [2n]

1A
N A

3) Expression de, en fonction den :

Zn_q + iz 141 1+i\"
\7’n21,zn=nl2 n1=(2)zn_1 zn=2-(2)

4) Expressions dg, et ded,, en fonction den.

wm2 () =2 (7) ()i G

= (\/;)n (cos (n %) + isin (n %)) = p,(cos B, +isinf,) =
_ 2 _m
Pn W ,On = nz

5)

6) Comparaison des modules et argumert, det z,, . g
2 2 Pn

(D" @) e

s
Opig = (n+8)Z=9n+27r

Pn+s =

p
Pnig = 1_2 ) Onig — 0, =21

7) Etablissons qué, A,,,, = %An_lAn

Ona ApApnir = ”Zn+1 - Zn” etd, 1A, = ”Zn - Zn—l”-



1+i 1+i 1+i
Or: liznss = zall = || (57) 20 = (5) 2ea | = |57

1
ApnAni1 = NG Ap-14,

8) De la relation précédente, on déduit € N, A4, A1 =

1 <
124 = Zn-all = %11z = Zq_all d'ol

ﬁAoAl aveCAoAl =
I1+i-2]|=+v2dou:

nfn+1 = - ,VneN
(V2
La ligne briséed 4,4, -+ A,, a pour longueur
1 1 1 _1
k=n— k= k=n—  —7 —
v < S (2 _,
k=0 k= = (V2) 1 ——(\/_) -
1
1 — —
l (2)'
i V2 -1
lim [ 2
iml, =
Exercice 3
1. G, =bhar{(4,2);(B,1);(C,~1)} doncAG; = %ﬁ
G_1 = bar{(4,2);(B,—1);(C,1)} doncAG_; = %B_C’
2. Montrons que pour tout réebe l'intervalle[—1; 1], on a AT;k = ——kzkﬂﬁ.

Onav k € [-1;1], G, = bar{(4,k?);(B,k);(C,—k)} >
(k% + 1)GxA + kG B — kG,.C =0 =
(k2 + 1)GRA + kG A + kAB — kG, A — kAC =0 =

—_— k

AGy = — 17 BC

-x
x2+1

3. Tableau de variation de la fonctighdéfinie suf—1; 1] parf(x) =

La fonctionf est dérivable sUr—1; 1] comme fonction rationnelle et orvar € R : f’(x) =
—(x2+1)+2x2  x2-
(x2+1)2 T (x 2+1)2

f(1)=—5dou:

< 1 la fonctionf est donc strictement décroissante. Gif-al) = = et



/') -

1/2
e
-172

4. I'image def parcourt l'intervalle [-1/2 ;1/2] lorsque k pareo{+1 ;1] donc I'ensemble des
points G est l'intervalle [G .G.]

5.0n a||2MA + MB — MC|| = ||2MA — MB + MC|| & ||2MG,|| = ||2MG_||
L’ensembleE est le plan médiateur ddG,G_].

6.0n al|[2MA4 + MB — MC|| = ||2MA — MB — MC|| & ||2MG,|| = ||-24i]| oul est le
milieu de [BC].

L’ensemble Fest la sphére de centr&; et de rayonAl.

1
xGI :xA +E(XB_xc) :0

(@) AG, = %C_B’ & |ye, = ya +%(YB —y¢c) =0 = G, = 0. De méme, on trouve

)

F et E sont sécants si la distance du centre sfghlare F au plan E est inférieure au rayon de F
c'est-a-dire si et seulementd(G,, E) < Al. Nous remarquerons tout d’abord que le milieu de
[G,G_,] estA(0; 0; 2) et quel(—1;2; 3).

E étant le plan médiateur §@,G_,], on ad(G,E) = GiA =2 ; Al =6 > d(G,, E).

CQFD.

1
ZGl :ZA +E(ZB_ZC) :O

(b) Soit M un point de ce cercle, le triangldM est rectangle eA doncOM? = 0A? +

AM? soit(\/g)2 =22 + AM? = R = AM =+/2 rayon du cercl€. Une solution analytique est
aussi possible : La sphére E a pour équation oamtésx? + y2 + z? = 6. Le plan F a pour
équationz = 2, le cercleC a donc pour équationg + y2 + z? = 6 etz = 2 soit encore

x? +y? =2etz =2 lerayon du cerclé estdone/2.

Exercice 4 :

On posd, = [¢sin(3x) dx et, pour tout entier naturelnon nul,l, = [¢x™ sin(3x) dx

1.1, = [—%cos(Sx)]f =§



2. Calcul dé; = [¢xsin(3x) dx

u(x) = xetv'(x) = sin(3x)
On pose{

u'(x) = 1 et v(x) = —cos(3x) on a alors

s
6
1 T o 1 o1 z
I, = ~3 [x cos(3x)]; + §f cos(3x) dx = 3 [x cos(3x)]; + 5 [sin(3x)]; =

0

1—1
179

3. Inyz = [ x™*?sin(3x) dx

u(x) = x"*? et v'(x) = sin(3x)
On pose{

u'(x) = (n+2)x"tetv(x) = %COS(Bx) on a alors
i v
1 n 5 £ ,
c_nt n+
In+2 = § [xn+2 COS(?)X)]S - 3 f xNt1 COS(BX) dx = — 3 f xnt1 COS(3x) do
0 0

u(x) = x"*etv'(x) = cos(3x)

") =M+ Dx"etv(x) = —gsin(Bx) on alors

On pose maintenar{tu

T
6

_ 1(n)"+1 n+1 n+2< 1(n3”+1 n+1n>

+—I 1., =—— — -
3 U A" 3 3\6 3

s
6
1 T n+1
f x"*1 cos(3x) dx = —3 [x™*1sin(3x)]5 + Tf x™ sin(3x) dx
0

n+2,m" n+2)(n+1)
n+2 = T g (g) N 9 L,
4. La relation précédente nous donne avecl, I; = % — 22—7
5.
a) Montrons que la suitd,,) est monotone.
Pour toutn > 1,

s
6

x™sin(3x) dx = f x™(x — 1) sin(3x) dx
0

O — oin

Vs
6

Lyyi— I, = f x"*1sin(3x) dx —
0

Or Sur[O,E] sin(3x) 2 0;x" 2 0;x—1<0 doncfsx"(x —1)sin(3x) dx = Ipyy — I <

0 et la suitdl,,) est décroissante.



b) Pour toutr € [0, g] 0 < sin(x) <1 et0 < x™sin(x) < x™ carx™ > 0 ainsi,0 <

Jgx"sin(3x) dx < [¢ x™dx d’ou

O\ml:

0<I,< | x"dx

c) On Calculef%x"dx = [anﬂ]g =1 (E)n+1 on en déduit d’aprés la question précédente

0 n+1 0o n+1l\6

1 - n+1 - . 1 mntl
qued <I, <—(%) " commed <Z< 1,limypeo—=(3) =02

nl—l>r+noo In =0
EXERCICE 5
Partie A

(E):y"—y=0
1- Déterminons les nombres réeltels que la fonction h, définie pafx) = e™ soit solution
de (E).

La fonctionh est dérivable deux fois S eth’ (x) = re™eth’”(x) = r2e’™
Ainsi, ' (x) — h(x) = (r? — 1)e™ eth est solution de I'équatiofE) si et seulement si
r? = 1, c’est-a-dire si, et seulement si
lr=1our=—1]|

2- Vérifions que les fonctiong(x) = ae* + fe™™ , oua et sont deux nombres réels, sont
des solutions d€F) : LA VERIFICATION EST FACILE.

3- Déterminons la solution particuliere de (E) dentourbe représentative passe par le point de
coordonnée{ln 2 3:) et admet en ce point une tangente dont le coeficirecteur esfj;

Il faut ainsi cherchea et tels quep(x) = ae* + fe ™ Vérifie p(In2) = % etp’'(In2) =

% c’est a dire 2a + %ﬁ = % et2a — %ﬁ = % ce qui donne :

1 1 . z
a=z; B = —2s la solution cherchée est donc

e¥—e™
o) = ———

Partie B
f) =5(*—e™)
1- Soitp un nombre réel. Montons que, pour tout nombrexéélx) = u est équivalent
ae® —2ue*—1=0:



f(x) =,u<:>%(ex—e‘x)=u(:>ex—e‘x=2y Se*—1=2ue*
e?* —2ue*—1=0
Déduisons-en que I'équatigifx) = u a une unique solution dafiset déterminons la
en fonction deu.
f(x) =pu e e? —2ue* —1 =0 enposank = e*, 'équation précédente s’écrit
alorsX? —2uX—-1=0
A = 4u? + 4 > 0 X est positive et on a donc comme solution unijue u +

Jz+1=

x=ln(u+w/u2+1)

2- Déterminons les limites ¢een 1 et en {J
Elles valent respectivement et - [I.
3- f'x) = %(ex + e™) > 0 doncf est strictement croissante fRuir

4-  Tangente (T) & la courbe ( C ) au point d’alsc:
f,(O):letf(O):():}M

5- d(x) =f(x) —x
—X_ 2X _9pX —X _1\2,—
0 = 1)~ 1= her b o) — 1 = £22 (e _@arer
La position de la courbe par rapport a sa tangesttdonnée par le signe déx). Cette
fonction est strictement croissante BurCommed (0) = 0, on en déduit que la courbe est
en dessous de la tangente pout 0 et au dessus de celle ci paur- 0.

6- Tracé ddC) et(T).




(T)
. ©)

f
7- Calcul de l'aire de D

AD) = [JIf () - xldx = [ d(x)dx = [; (5 (e* — ™) — x) dx

1 x2]"
o -xy _ 2
—lz(e +e™) 20

=(5(e+) - 3)we

Jl(D)zZ(e+%)—6

L'unité d’aire vautua=4cnf d'ou

PARTIE C
On cherche a caractériser les fonctigndérivables suR telles que

Vx€R, d(x) — fx(x —t)d(t)dt = x (H)
0



1. On suppose gu’ il existe une telle fonctidn
a) Justifions que x € R, ®(x) = x + x [ @(t)dt — [, td(D)dt
Ona (H) & ®(x)— [ x®(t)dt + [ td()dt = x
o d(x) — xf

0

=3 dD(x)=x+xf
0

X X

d(t)dt + f td(t)dt = x

0
x

x(b(t)dt—J td(t)dt

0

- Calculonsd(0) :

®(0) = 0+0 [ @(t)dt — [ td(t)dt = 0 =

b) Démontrons quey x € R, ®'(x) = 1 + [, d(t)dt

Onad(x) = x + [ (x —)®(t)dt (1)

> o'(x) = 1+ ([X(x — OD(D)dt)

Calculons d’ abord I’expressiqﬁ(x —t)®d(t)dt .

Procédons par intégration par parties et posdt3 = ®(t) etv(t) =x—t Ona
v'(t) = —1 et posonsu(t) = W(t), u' etv’ sont continues du fait que(t) est dérivable par

hypothése.
On a alors:

f (x —t)®()dt = [(x — Y] f Y(t)dt

En remplagant cette expression dans (1), on dbtien

P(x)=x+[(x — )P} f Y(t)dt

=x—x¥(0) + f Y(t)dt
0

Posond'(t) = [ W(t)dt une primitive déP(t), on a:
d(x)=x—x¥P0)+T'(x)—-T0) =
®'(x) =1—-¥(0)+TI'(x) orT'"(x) = ¥(x) donc
PX)=1-¥YO)+¥x) =1+ (Y -?0) =1+ foxcb(t)dt
D'ou Vx € R,

®'(x) =1+ fxcp(t)dt
0

- Calculons®'(0)

Onad’'(0) =1+ [ @(t)dt =0 =

c) Vérifions qued est une solution de I'équation différentielle¢t€) la partie A
L’équation (E) esty” —y = 0.
Onad’(x) =1+ (¥(x) —¥(0)) = ®"(x) =¥'(x) = ¢(x) =



[®” - @ = 0]
- Déterminons a quelle solutiod® correspond
On sait que toutes les solutions de (E) sont sou la farefe+ fe ™.
Or d’ apres les questions précédentes on a
{CD(O)=O =>{oc+s=0
d'(0)=1 a—B=1

D’ ol |®(x) = §(ex —e¥)

ﬂa:—B:%

2) Calculonsf; t(e* — e™*)dt
u(t) =tetv'(t) =et —etona

alors :
u@)=1letv(t)=et+et

Posons{

th(et —e Hdt =[t(et +e D] — Jx(et +e ODdt=[tlet +e™))E—[(ef —e ™ D]F =
0 0

0

3) Démontrer que la fonction(®) = %(ex —e™) vérifie (H)
Calculons &x) — [ (x — t)®(t)dt
X _x (et—e7t) . x x _ 1 x -
On a:f;(x —t)@(t)dt = [ (x — ) ——dt = Efo (et —e Hdt — Efo t(et —e H)dt

Or d’apres la question précédenf%é,t(et —e Hdt =x(e*+e™*) — (e¥* —e ™) donc

) d _X X —Xx 1 X -X 1 X —-X
Jo(x—t)tb(t) t—E(e +e —2)—Ex(e +e )+§(e —e™)
=—x+%(ex—e‘x)=—x+cb(x):>

d(x) — Jx(x —t)P(t)dt = x
0

L a fonction trouvée a la question C-1-c vérifie la relation (H)





