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Exercice 1

b == 21 * ZZ
I- Sachant que I'équation se réécrit— (z; + z,)z+ 2z, -z, = 0,0na: et et
a= _(Zl + Zz)
bl =1
|z1] =1zl =1 @{ et par ailleurs,
la| < |z1] + |2;| = 2
z; =el®
|z4| = |z,| = 1@{ L L m,apER
ZZ =e 2
Z1° 2y = ei(a1+a2)
_(Zl + Zz) — ei(rr+a1) + ei(rr+a2)
( b = ellartaz)
et
sla= _(eial + eiaz) — _ei(a1+a2)/2(ei( a,—ay)/2 + e—i(al—az)/z)
L frd _Coswel( (X1+C{2)/2
argh = a; + a,
=, et
a +a a1 —
arga = km + % [27t] avec k = 0 ou 1 selon le signe de cos%

Onadon@arga = 2km + (a, + a,) = arghb [2x] d’ou:
bl =1
|z1] =zl =1 {lal < |z| + |z =2
argbh = 2arga

- 1) On suppose a=b. Alors :
(1)= a=b=c (évident)
(2)= a(+j)+c =a(f+j*)+c =0 carf =j.j® =1 et 1= (-a+c) =G>
a=b=c(+j+1=0)
(3)= 2&+c?=a+2ac— &-2ac+é=0=(a-cf=0= a=b=c
Il est clair de supposer a, b et ¢ distincts deux a deux.
2) (1)=(3). En effet on a : (3} les images des trois nombres complexes a,b,c

sont les trois sommets d’un triangle équilatéral (éventuellement réduit a un point)

- c-a =(b-a)&°ou c-a =(b-a)&">

=[(c-a)-(b-a)¢"|[(c-a)-(b-a)e")]=0

=(c-af+(b-ay-(c-a)(b-a) =0~ (3)
(2) (3). En effet, on a:

(2)> af+bj+c=0 ou aj+d+c=0
«a*+bj+c) (aj+bf+c) =0
—&l+h*+c*-(ab+bc+ca) =6 (3)

Dol (1) (2)= (3)



1)) Puisquez = 1 n'est pas solutionz+ )" - (z—-1)" =0=

+1
Z" =1 avecZ =
zZ— 1

2k
sZ=e"n , ke1,n—-1]
2kn
&z = % les différentes solutions sont donc
e’ n -1
. kn
o |z = —lCOtElIl? , ke[1,n—-1]
Il y'a n — 1 solutions, ce qui était prévisible car le polyndme- 1)™ — (z — 1)™ est de
degrén — 1.
Exercice 2

Pour toutk € R{- 0,1}, on définit f;, : R** > R** | telle quefi (x) = exp[x* In(x)].
1°) 1% cas: k >0.

- k — : _
x]LISler Inx=0= xll)r(l)qjk(x) =1

R, - R}
Fk . 4 H{fk(x) Vx € R+
F.(0) =1
2°M cas: k<0.
xll)rgl x¥lnx = —00 = hm L f(x) =0
R, = R}
Fk : X H{fk(x) Vx € R+
F(0) =0

2) 1° CAS:k>0:

(Fk(x) F(0)) _ i P x¥lnx -1

x—>0+ x—>0+ X
kl
) nx )
= lim car limx*¥Inx =0
x-0T X x—0"
= lim+xk‘1 In x.

x—0

1" sous-cas0< k< 1
Alors lirg1+((Fk(x) — F,(0))/x) = —0 ¢ R doncF, n'est pas dérivable a droite en 0.
X
Cependant, son graphe admet une demi- tangente horizontale orientée vers le bas.

2°"sous cas k >1



Alors lir(l)l+((Fk(x) — F,(0))/x) = 0 € R, doncF; est dérivable & droite en 0, avec
X

F',(0)=0

2" CAS: k<0:
Alors

k
) ~ expx®Inx
Tim () = F(0))/x) = lim ————

= xlir51+ exp ((xk —1)In x) =0

X

D’ou F, est dérivable en droite en 0, avEg (0) = 0
3) Etude deF, sur R,

La fonctionF, est définie et continue sik,. . De plus, elle est dérivable au moins sur
]0; +oo[ avec :
Vx>0F.(x)=filx)= "1+ kx* 1Inx) exp[x* In(x)]
= (1 + klnx)xk"1f;
dou:

e—l

1
FFx)=0ox=x,=e k; yo=F(x)=e k
1°" cas: k>0 :

X <xk :F,k(X) < 0
Alors {x >x, =2 F'i(x) >0

lim Fp(x) = +o
X—>+00
1°" sous cas k >1.

1
a=e1=036<x,=e k<1
Alors0 < 1/k<1= o1

B=e° =069<y,=e k <1

X 0 a X 1 +00
0

I
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Le point My, (x, yi) €st un minimum.
2°"®sous cas O< k< 1.
1
O<x,=er<a=e1=036
Alors1/k>1= o1
O<y,=e &k <B=e®"
X 0 X a 1 +oo
Fi(x) - 0

1 Foo

I




0<k<1 (=0,5)

Le point My (x, y,) est encore un minimum.

2°M cas: k<O.

1
1<x,=¢€e k
-1

Dansce cas/k <0 =

1<yp,=e k
x 0 a 1 X +o0
Fi(x)| 0 + 0
/ f
Fk(X) 1

Le pointM,, est ici un maximum.
G, admet une asymptote horizontale d’équatjos 1.




k<0 (=-4) /

w

Exercice 3

1. a) Soit X la variable aléatoire réelle égale au nombre de souris blanches parmi les so

prélevées. Ici, X suit une loi binomiale g @,:

, 1\ 3\*% 5103
PX=2=C (Z) (Z) ~ 16384

b)OnaP(X >1)=1—-P(X =0) donc

PX=>21)=2095ePX=0)<005e
0

t3) ) =

=) (= =3
"\4) \4/ T 4x5
—2In2—-In5 -1,38-1,61

> = =~ .=
~ In3-2In2 1,1-1,38 206 =

n
c) L’événement certain signifierait q€X > 1) =1i.e. (X =0) =0=> G) =0
ce qui est impossible donc un tel entier n’existe pas

n

cé-cis _ 385

2.|P==52=
8, 969




EXERCICE 4

1) bar{(G, _3)l (0' 2)} = baT{(A, _1)1 (BI _1)l (Cr _1)l (B' 1)(C, 1)} =A
| ~3M€ + 2M0|| = |[}0|| & [[MA]| = |[M0'|| = MA = mo"
E; est donc la médiatrice d&0’] (ou encore la parallele a (BC) passant par G)

2) Ona
MB? + MC? — 2MA? = (MG + GB)* + (MG + GC)? — 2(MG + GA)?
= (MG + GB) + (MG + GC) —2(MG + GA)
= 2MG(GB + GC — 2GA) + GB? + GC?* — 2GA®

Mais d’'une part ,I'isobarycentre d’un triangle est situé aux deux tiers de la médiane a
partir du sommet ,don€B? + GC? — 2GA%? =0

Et d'autre partGE + GC = 2GO + OB + 0C = 2G0 = GO’ = —GA
L ‘équation deE, s'écrit alors 6MG AG = k 6MG. AG = k. Soit donc HJ (AG) tel que
HG 4G ="
Alorsm-E’:%@W-A_)G+H—G)-E=§=>Wi-ﬁ=0
Et E, est la paralléle a (BC) passant par H.
Pour que G € E, il faut et il suffit que k = Cet alorsE; = E,

3) Un calcul analogue a celui de 2) montre que
MAZ +MB? + MC? = 3MG? +GA?+ GB* +GC

Mais, A0 = AB-singz‘lTﬁ donc AG =240 =

a

V3
EtAG? = %az = GB? = GC? d’ou | ‘égalité demandée.
L‘équation deF; est donBMG? = a? E; =C (GaT‘/g)





