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CORRECTION DE MATHEMATIQUES 2000 

Thème de la préparation : 

 

UnUnUnUn    athlèteathlèteathlèteathlète    nenenene    peutpeutpeutpeut    arriverarriverarriverarriver    enenenen    compétitioncompétitioncompétitioncompétition    trèstrèstrèstrès    

motivémotivémotivémotivé    s'il n'as'il n'as'il n'as'il n'a    jamaisjamaisjamaisjamais    étéétéétéété    mismismismis    à l'à l'à l'à l'épreuveépreuveépreuveépreuve....    

    
[Sénèque]
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EXERCICE 1 
 
    Déterminons toutes les isométries du plan qui laissent invariant l'ensemble des points F de 
coordonnées ��, 0�, � ∈ ℤ, dans un repère orthonormé �l, 
�, ���. 
L'isométrie est un déplacement : 

- l’application identique du plan 
- les translations de vecteurs nı�, n ∈ ℤ 
- Les rotations qui conservent F sont les identités et les symétries centrales de centre un 

point de F  ou le milieu de deux points consécutifs de F ou bien les points �U# , 0�, n ∈ ℤ. 

L’isométrie est un antidéplacement                        

- les symétries d’axe �Ox� 

- les symétries d’axe une droite passant par �U# , 0�, n ∈ ℤ et de direction �� 
- les symétries - translations d’axe �Ox� de vecteurs nı�, n ∈ ℤ. 

     

 EXERCICE 2 
 

I- 1°) a) 
��, �� = � ����� ln ����  est 

définie si et seulement si � ≠ �, � ≠ 0, et 
�� > 0  

 �â = ��
,�� ∈ ℝä 
 ≠ �,
 ≠ Ø, �
 > 0� �  

d’où la représentation (le complémentaire est 
hachuré et pointillé) : 

 
 

  b) ���, �� = � ����� ln ���
��� est 

définie si et seulement si � ≠ �, � ≠ 0, � ≠
0, et 

��
�� > 0 

 
 �ä = X�
,�� ∈ ℝä 
 ≠ �,
 ≠ Ø,� ≠ Ø⁄ Y  

d’où la représentation (le complémentaire est 
hachuré et pointillé) : 

 
 

  c) 
��, �� = � ����� ln ���� ≥ 0  
si et seulement si  

ÒÓÔ
ÓÕ� − � > 0, �� ≥ 1∨

� − � < 0, �� ≤ 1
⇒ ¹ �0 > � > �,∨� < � < 0 ⇒ ¹ 
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�â$ = X�
,�� ∈ ℝä 
 < � < 0 �� � < � < 0⁄ Y  

Représentation (le complémentaire est 
hachuré et pointillé) : 

 
 

  d) ���, �� = � ����� ln ���
��� ≥ 0 

si et seulement si  

ÒÓ
Ô
ÓÕ� − � > 0, ����# ≥ 1∨

� − � < 0, ����# ≤ 1
⇒ ¹ �� − � > 0, �� − ���� + �� ≥ 0,∨� − � < 0, �� − ���� + �� ≤ 0 ⇒ ¹ 
�ä$ = X�
,�� ∈ ℝä � < 
 < −� �� 
 < � < −�⁄ Y  

Représentation (le complémentaire est 
hachuré et pointillé) : 

 

 

   2°) lim)→1 &'�)(��) = lim)→1 &'�)(���&'�1(��)�1 = -$�0� avec -�*� = ln�* + 1�  

  -$�*� = �)(� ⇒ -$�0� = 1 d’où 

���á→Ø
���á + â�á = â  


��, �� = ln ����
� − � = ln ��� − 1 + 1�

−�� − �� = − 1�
ln �� − �� + 1��� − ���

 

Lorsque � →  �, on a 
���� → 0 d’où 

���� → 
��
,�� = − â
  

Lorsque � →  , et � →  ,, on a � →  � et donc ���
 →�� → ���
,�� = − â�  

II 1°) 

 Résolution de ���)  =  ���)  

- Si � = � alors tout réel est solution �A = ℝ� 
- Si ��, �� ∈ "�, alors * = Φ��, �� est solution unique 
- Si �� < 0, pas de solution 
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 Résolution de �#��)  =  �#��)  

- Si � = � alors tout réel est solution �A = ℝ� 

- Si � ≠ �, � ≠ 0 et � ≠ 0 alors ��, �� ∈ "# et * = Φ��, �� est solution unique 
- Si � = 0 ou � = 0 ou � = � alors il n y a pas de solutions 

 2°) 
  On a : 

- -��,����� = ��/ − ��/ = −-��,����� : F��,�� et F��,�� sont symétriques par rapport à �l*�. 

- -���,������ = ���/ − ���/ = -��,���−�� = −-��,���−�� : F���,��� et F��,�� sont 

symétriques par rapport à �l@� ; F���,��� et F��,�� sont symétriques par rapport à  

  3°) 

• -��,1���� = ��/ − 1 

pour � ≠ 0;  

• -��,1���� = 0 pour � = 0 

 
 
 

• -��,1���� = 1 − ��/ pour � ≠ 0;  

• -��,1���� = 0 pour � = 0 

 
 4°)  lim/→(Ã -��,����� = lim/→(Ã ��/c������/ − 1d = +∞  lim/→�Ã -��,����� = lim/→�Ã ��/c������/ − 1d = 0 
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-��,��$ ��� = ���/ − ���/ ; -��,��$ ��� = 0 pour � = &'��∕����� = Φ��, �� ≤ 0 car � − � < 0. 

 Tableau de variations 
 

+∞

− ∞
)(),( tf ba′

)(),( tf ba

 

Avec � = -��,��cΦ��, ��d = �� � !""=! #������ � !""=! − 1$ = �� � !""=! ��� − 1� < 0 car � < �. 

-��,��$$ ��� = �#��/ − �#��/ ; -��,��$$ ��� = 0 pour � = &'c��∕��d��� = Ψ��, �� ≤ 0 car � − � < 0. 

 
 

EXERCICE 3 
  

I- -�*�  =  * + ��56
�(56 

 1°) �Ý = ℝ et 

  ∀* ∈ ℝ, −* ∈ ℝ et -�−*� = −* + ��5=6
�(5=6 = −* + 56��56(� = − �* + ��56

�(56� = −-�*�  

 Donc - est impaire et le domaine d’étude est ℝ(. 

• lim)→(Ã -�*� = +∞ 

• De -�*� − * = ��56
�(56, on a lim)→(∞�-�*� − *� = −1 donc FÝ admet la droite ��� ∶ @ = * − 1 pour asymptote oblique. 

• La symétrie de FÝ par rapport à O implique l’existence  d’une seconde asymptote  

oblique ��′� ∶ @ = * + 1. 

•  Par ailleurs, -�*� − * + 1 = #�(56 > 0, donc FÝ est au dessus de l’asymptote (D) 

• -$�*� = �(5�6
��(56�� > 0 donc f est strictement croissante sur ℝ. 
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•  Point d’inflexion : -$$�*� = #5) �56�����(56�R  s’annule en * = 0. 

• Tableau de variations de - : 

 
• Graphe. 

 
  
 

 2°) ∀* ∈ ℝ, 2-$�*� − 1 = 2 1+�2*
�1+�*�2 − 1 = 2+2�2*−1−2�*−�2*

�1+�*�2 = 1−2�*+�2*
�1+�*�2 = �1−�*�2

�1+�*�2 =
�-�*� − *�# 

 3°) q  )�(56 = q 5=6
5=6 (� v* = − ���â + &�á� +',    ' ∈ ℝ  

  ?�>� = q c-�*� − �* − 1�dv*(1 = q #�(56 v*(1 = 2\− ln�1 + ��)�]1( ⇒ )�*� = −ä ��câ + &�*d + ä ��ä ���*→(Ã)�*�  = ä ��ä 

                                                                
II 1°) 
  Posons G��, ��, alors, GA��C��−* + �, −@ + �� est égal à  GC, donc ×
 est la symétrie par 
rapport à I.                 

  CB��C���, �� est égal à lG, donc +
 est la translation de vecteur ,-ooooo�. 
 2°) 

   L’abscisse de A� ∘ A��C� est  * + 2 �� − ��, donc ×
 ∘ ×��/� = +ä�
��� 
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  L’abscisse de B� ∘ B��C� est * + �� + ��, donc +
 ∘ +��/� = +
(�  

  L’abscisse de A� ∘ B��C� est −* + 2 �� − �#�, donc ×
 ∘ +� = ×�
��ä�. 
  L’abscisse de B� ∘ A��C� est −* + 2 �� + �#�, donc +
 ∘ ×� = ×��(
ä�. 

- G est donc stable pour la composition des applications. 

- De plus G≠φ (car Gv3 ∈ D   et A���  = A�, B��� = B��  ) donc G est un sous groupe du groupe des 

bijections affines de P. 

- Si � ∈ ℝ∗, A� ∘ B� = A�∕#, mais B� ∘ A� = Ap�∕#. G n’est donc pas commutatif. 

3°) �B� ∘ A1� ∘ B��� = A�/# ∘ B��� = A�/# ∘ B�� = A� , d’après les calculs du 2). 

 4°) On sait d’après I-1) que la courbe C étant symétrique par rapport à O, on a : A1�F� = F. 

  Alors A��F�� = A� ∘ B��F� = A"��F� = B� ∘ A1�F� = B��F� = F�  

  Donc I est le centre de symétrie de Ca (la translation conserve le centre de symétrie). 

 5°) C�*, @� ∈ F� ⇔ ∃2�* − �, @ − �� ∈ F ⇔ @ − � = -�* − �� 

       ⇔ @ = * + ��56="
�(56=" ⇔ ∃3
 4
⁄ :5 = 3
�á� avec 3
�á� = á + â�&á=


â(&á=
 
 




