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ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DE STATISTIQUE

ET D'ECONOMIE APPLIQUEE

ABIDJAN

AVRIL 2001

CONCOURS D'ELEVE INGENIEUR STATISTICIEN ECONOMISTE

OPTION MATHEMATIQUES

CORRIGE DE LA DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES

EXERCICE n° 1

❶ On obtient 3)1()det( λλ −=− IA . λ = 1 est donc une valeur propre
triple. Le sous espace vectoriel propre associé est une droite engendrée par le
vecteur e1 1 1 1= ( , , ) .

❷ A est semblable à la matrice M telle que : Ae e1 1= , Ae e e2 1 2= + et

Ae e e3 3 2= + . On trouve e2
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déduit par la relation précédente.
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❹ D’autre part, on obtient : 0uAu n
n = et 00 uAu = , d’où

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

=
�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

1

1

1

n

n

n

z

y

x

. La suite est

donc stationnaire.

EXERCICE n° 2

❶ On vérifie que A A I' = (matrice unité).

❷ La matrice A est donc une matrice orthogonale et ses valeurs
propres sont de module égal à 1. Comme le polynôme caractéristique est de degré 3
et le déterminant positif, les valeurs propres sont : 1, eiα et e i− α .
Par ailleurs la trace étant invariante par changement de base, on a :

TrA e ei i= − = + + −1

3
1 α α , d’où )

3

2
cos(−= Arcα

EXERCICE n° 3

❶ Le noyau de f est une droite vectorielle engendrée par le vecteur
(2,1,3) et l’image correspond donc au plan.

❷ Il existe x tel que : Kerfxup ∈= )3,1,2()( et la distance entre u et

Kerf est minimale. On a : 2222 )31()1()21(),( xxxKerfud −+−+−= .

Cette expression est convexe et le minimum est atteint pour
7

3=x , d’où

)3,2,1(
7

3
)( =up
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❸ La matrice R de la rotation r est, dans la base canonique :
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R . On obtient )1,1,1()( −=ur

❹ Soit P la matrice associée à p , on a (le raisonnement est identique

à celui de la deuxième question) :
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EXERCICE n° 4

❶ On vérifie aisément que f est linéaire et que

EaXnXXf nnn ∈−−= − 2122 22)( , il en est de même pour tout )(, npp ≤ . f est donc un
endomorphisme.

❷ Les valeurs propres sont de la forme ka 22 ±−=λ , où nk ,...,1,0= .
La résolution de l’équation PPf λ=)( permet de déterminer les vecteurs propres

associés aux valeurs propres précédentes, à savoir : knkn XXXP −+ +−= )1()1()( . où
k varie de n− à n+ .

❸ f est diagonalisable car toutes les valeurs propres sont réelles et
distinctes. De plus f est inversible car ses valeurs propres sont non nulles.

❹ Les vecteurs propres forment donc une base de E et tout polynôme
de E s’écrit comme une combinaison linéaire de ces vecteurs.
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EXERCICE n° 5

❶ Dans ce cas, la matice M est symétrique, donc elle est
diagonalisable. D’autre part, pArgAArgMrg === )()()( ' , la matice M admet donc

pn − valeurs propres nulles et M est semblable à la matrice ��
�

�
��
�

�∆
=∆

00

01 , avec une

matrice de passage P orthogonale de la forme ��
�

�
��
�

�
=

2

1

P

P
P .

La matice M s’écrit : ))(( 1
2/1

1
2/1

11 PPM ∆∆= , où 2/1
1∆ est la matrice diagonale dont les

valeurs de la diagonale correspondent aux racines carrées des valeurs de la
diagonale de ∆ . Si 2/1

11 ∆= PB , on a : '' BBAA = , d’où 11 '' −− = ABAB et QAB =−1 est

une matrice orthogonale . On en déduit 2/1
11 ∆= PQA .

❷ On vérifie que nn IIAA 22' σσ ≥+ , donc la matice M est symétrique

définie positive et elle est diagonalisable dans le groupe orthogonale (notons 1P la
matrice de passage). Elle est semblable à une matrice ∆ diagonale et définie
positive. De même, la matrice A s’écrit alors: 2/12

1 )( IPQA σ+∆= .

❸ On a : DM ≥ . D étant définie positive, il en est de même pour M
et cette matrice est inversible.
On obtient 1'111 )( −−−− += AADIDM à partir de la résolution de l’équation : Mxy = . On

vérifie que IMM =−1 (On vérifie que '1 AADI −+ est inversible).

EXERCICE 6

❶ On vérifie que BAAB− est une matrice antisymétrique.
Notons BAABC −= . C est diagonalisable dans l’ensemble des nombres
complexes. Soit λ une valeur propre complexe et u un vecteur propre associé.
On a :

uCu λ= , d’où
2'' uuuuCu λλ == et

2'' uuCu λ−= (i)

Par ailleurs, ''''' )()( uCuuCu λλ === et ''' uCu λ= . Il vient,en multipliant par u à

droite :
2'' uuCu λ= (ii).

D’après les résultats précédents (i) et (ii), on trouve λλ −= , les valeurs propres sont
donc des imaginaires purs.
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❷ Il existe une base orthonormée pour la forme hermitienne associée à
A et orthogonale pour la forme hermitienne associée à B . Soit P la matrice de
passage associée à cette base, alors

PPA '= et DPPB '= , où D est une matrice diagonale à coefficients strictement
positifs ( )ijd . Notons )( iidInfd = . On a :

)()''()''( 2ATrdDPPPPTrDPPPPTrABTr ≥==
Si )( ijaA = , comme Aest symétrique, on obtient : �=

ki
ikaATr

,

22)( . 0)( 2 >ATr , car

sinon on aurait 0=A , donc 0)( >ABTr .

❸ Supposons que MI + ne soit pas inversible, il existe alors un
vecteur u non nul tel que : 0)( =+ uMI , d’où uuM −= . Par transposition,

''' uMu −= puis
2'' uuMu −= . D’autre part, comme M est antisymétrique uuM ='

et
2'' uuMu = . On obtient alors

22
uu −= et 0=u . Ce qui conduit à une

contradiction.

La matrice 1))(( −+−= MIMIA existe d’après la question précédente.

A est orthogonale si et seulement si 1' −= AA . Ce qui est équivalent à :
11 )()( −− −=− MIMMMI . Cette relation est obtenue à partir de la relation

)()( MIMMMI −=− en la multipliant à gauche et à droite par 1)( −− MI . On montre
de même que MI − est inversible.
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Concours CESD 2001
Corrigé de l'épreuve de Calcul Numérique

1. Les trois vecteurs (1, 1, 1), (2, 4, 8) et (3, 9, 27) sont dans M1, donc dans V1. Ils
sont linéairement indépendants, car

det

 1 1 1
2 4 8
3 9 27

 = 12 6= 0.

Alors dim V1 ≥ 3, et comme la dimension de V1 est bornée par celle de R3 elle
vaut 3.
Comme (n + 1, 2n + 1, 3n + 1) = n(1, 2, 3) + (1, 1, 1) on voit que V2 est engen-
dré par les deux vecteurs linéairement indépendants (1, 2, 3) et (1, 1, 1). Par
conséquent dim V2 = 2.

2. Soit a le remboursement annuel, c le montant du crédit et p le taux d'intérêt.
Après le premier remboursement le montant restant du crédit est

(1 + p)c− a.

Après le deuxième remboursement le montant restant du crédit est

(1 + p)((1 + p)c− a)− a.

En général, après le n-ième remboursement, n = 0, . . . , 5 le montant restant
est

(1 + p)nc− ((1 + p)n−1 + (1 + p)n−2 + · · ·+ 1)a = (1 + p)nc− (1 + p)n − 1

p
a.

Pour n = 5 ce montant doit être nul, car le prêt dure 5 ans. Alors

a =
p(1 + p)5

(1 + p)5 − 1
c =

0, 04(1, 04)5

(1, 04)5 − 1
× 100 000FF = 22 462, 71FF.

1
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3. (a) Montrons d'abord que a2
n+1 ≥ c pour tout n ∈ N. En e�et,

a4
n + c2 − 2a2

nc = (a2
n − c)2 ≥ 0

⇒ a4
n + c2 + 2a2

nc ≥ 4a2
nc

⇒ a2
n+1 =

a2
n

4
+

c2

4a2
n

+
c

2
≥ c.

Maintenant montrons que an+1 ≤ an pour tout n ≥ 1. On a

an+1 =
an

2
+

c

2an

≤ an

2
+

a2
n

2an

= an.

Donc la suite (an)n≥1 est bornée et décroissante. Comme R est complet
elle doit alors converger vers une limite a dans R.

(b) De a = lim an = lim an+1 et de la dé�nition récurrente on déduit a =
a
2

+ c
2a

, et de là a2 = c. Comme a ≥ 0 on a a =
√

c.

4. (a) L'ensemble D est le triangle fermé entre les points (0, 0), (0, π) et (π, 0).

(b) La fonction f s'anulle sur le bord ∂D du triangle D, et elle est strictement
positive sur l'intérieur D◦. Donc tous les points sur ∂D sont des minima
(globaux) et il n'y en a pas d'autres.

(c) La fonction f est de la classe C∞ car ses composantes le sont. Tous les
extrema (x, y) ∈ D◦ véri�ent alors

∂xf(x, y) = ∂yf(x, y) = 0.

Ceci donne

cos x sin y sin(x + y) + sin x sin y cos(x + y) = 0,

sin x cos y sin(x + y) + sin x sin y cos(x + y) = 0.

Sur l'intérieur D◦ nous avons sin x 6= 0 6= sin y, d'où

cos x sin(x + y) = − sin x cos(x + y), cos y sin(x + y) = − sin y cos(x + y).

De la première équation nous tirons que cos(x + y) 6= 0 6= cos x, et de la
deuxième que cos y 6= 0. Donc par division

cos x

cos y
=

sin x

sin y
.

D'où tan x = tan y, et en�n x = y. La première équation donne alors

cos x sin(2x) + sin x cos(2x) = 0,

2
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donc sin(3x) = 0. Alors x = π
3
. Par conséquent seul le point (π

3
, π

3
) peut

annuler ∂xf et ∂yf � et il le fait (véri�cation facile).
Maintenant (a, b) = (π

3
, π

3
) est l'unique maximum de f . En e�et la fonction

f continue admet un maximum sur le compact D et (π
3
, π

3
) est l'unique

candidat.
On a f(π

3
, π

3
) = 3

√
3/8.

(d) La série de Taylor jusqu'à l'ordre 2 est

T2 = f(a, b) + (∂xf(a, b), ∂yf(a, b))

(
x− a
y − b

)
+(x− a, y − b)

(
∂2

xf(a, b) ∂x∂yf(a, b)
∂y∂xf(a, b) ∂2

yf(a, b)

) (
x− a
y − b

)
= 3

√
3

8
+ (x− π

3
, y − π

3
)

(
∂2

xf(π
3
, π

3
) ∂x∂yf(π

3
, π

3
)

∂y∂xf(π
3
, π

3
) ∂2

yf(π
3
, π

3
)

) (
x− π

3

y − π
3

)
.

On a

∂2
xf = 2 cos x sin y cos(x + y)− 2 sin x sin y sin(x + y),

∂2
yf = 2 sin x cos y cos(x + y)− 2 sin x sin y sin(x + y),

∂x∂yf = cos x cos y sin(x + y) + cos x sin y cos(x + y)

+ sin x cos y cos(x + y)− sin x sin y sin(x + y).

On obtient

T2 = 3
√

3/8− (x− π

3
, y − π

3
)

( √
3

√
3/2√

3/2
√

3

) (
x− π

3

y − π
3

)
= 3

√
3/8− (x− π

3
, y − π

3
)

( √
3(x− π

3
) +

√
3/2(y − π

3
)√

3/2(x− π
3
) +

√
3(y − π

3
)

)
= 3

√
3/8−

√
3((x− π

3
)2 + (x− π

3
)(y − π

3
) + (y − π

3
)2).

5. Avec la substitution t = tan x on a dt = dx/ cos2 x. Alors∫
dx

sin x cos x
=

∫
dx

tan x cos2 x
=

∫
dt

t
= ln |t| = ln | tan x|.

Donc ∫ π/3

π/6

dx

sin x cos x
= ln tan(π/3)− ln tan(π/6)

= ln
√

3− ln
1√
3

= ln 3.

3
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6. (a)

Ona

n∑
k≥2

1

k(k2 − 1)
=

n∑
k≥2

(
1

2(k − 1)
+

1

2(k + 1)
− 1

k
)

=
1

4
+

1

2(n + 1)
− 1

2n

ce qui converge vers 1
4
quand n −→∞.

(b) D'après de l'Hôpital on a

lim
x→1

x
1

x−1 = lim
x→1

e
ln x
x−1 = lim

x→1
e

1
x
1 = e.

7. On a V = πr2h et S = 2πr(r + h). Comme V est constant on peut remplacer
h = V

πr2 dans l'expression pour S :

S(r) = 2πr(r +
V

πr2
) = 2πr2 + 2

V

r
, r > 0,

S ′(r) = 4πr − 2
V

r
.

Comme limr→0+ S(r) = limr→∞ S(r) = ∞, on sait que S possède un minimum.

De S ′(r) = 0 on tire r = 3

√
V
2π
, et de là h = 3

√
4V
π
.

4
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~ � ¨ªØ
P��bT e�g PyhjT ¨ Pyt»v�Ù�T�h���Ú

¼ ���1tÜÛ¨ Ù@² e�g Ud\[l V�W�V=YjW�Z^V@¶UdUCU·l t Â}�~ �¼ ���1t ¨ Ù@² e�g Ud\[l �kW�V�\[lÑR�V�l^UU·l���R�]�l�Ú(O� ��V�R�z{UkX±UkVrlC~ � ¨QÝ Ù�Þ5U·lGw � P�Ù7T ¨ Ú(O0Í g PihjT ¨ tuh�v°w � PyhjTUd\[l�]�V�U´yW�V��dl^��W�V�YµW�Z^V@¶UkUxU·l5\^]�_`·ß�à Pytuháv�w � PyhjT[T ¨ t5Ù�v-Ú<�#W�V���~ �¢� ¨ ¡�U·lw �¢� PyhjT ¨ Ù�huvÎÚ(OP�s�T e�g PyhjT ¨ tuhxv*w7PyhjT¬O5�".�{XnR�â�UIs�U e�g Uk\�l e�g P Ý vC���Ñ���k���¬�9Þ�T ¨ãÝ v tQv���Ñ���qtävL�9�¬��täv<��Þ�Oå�3U·lEUkV�\^UkX¯Y�z�UxUd\[lEl^W�]Ðo[W�]�Z[\nXfRpo[W�Z9¶U�²�W�V*l^Z^W�]���U~ � ¨ ¡
wj��P�t=T ¨ æç¦è v tév�� êbÄëtQ£LvC�� êbÄäv�C£�tQ£ ���Ðtév*� êbÄëtQ� ��

�
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�"V0�bR�z{�k]�z�R�Vrl�Í g PihjT ¨ tuhuv�w � PyhjTmW�VElqZ[W�]���U
Í g PihjT ¨

æç¦è P�t<�°�pT¢hI�$� êbÄëh�£Lv�tuh êbÄÊvC�C£*hx£ ��P�tËv���T�h��°� êbÄ �� £*h
� ��V�R�z{UkX±UkVrl�Í g Ud\[l+XnR�o[W�Z9¶U"\[�rUk\[l+\[Uk]�z{UkX±UkVrl+\^�rtQ}�¥ìvC���¬�Ð§�~ �¢� ¨ ¥ìvC���¬�Ð§U·l)w �¢� PyhjT ¨ v�h�\[�©hx}�¥Óv���Ñ��§1U·l#w �¢� PyhjT ¨í`� \^�©h�}�¥Ò���Ñ�Ð§

î OQPSR�T=�9��Py~��¬w©T
£éP�ï��[ð�T Udl±P�ï��^ð�T#£éPòñ'� e T R�z�W�Z[\�ñËóL~ U·l � h�}�ñ'�#w�PyhjTC£
e PihjT�s�W�V��fPy~��¬w©Tm£åPòñ'� e T¬O�9��Py~��¬w©T'£NPSï(�^ð�T�U·lGPSï(�^ð�T'£íPi~x�¬w�T'R�z{W�Z^\�~ ¨ ïËUdl � hô}á~�� w7PyhjT ¨ð�PihjT�s�W�V��fPy~��¬w©T ¨ P�ï��^ð�T¬OP�Y�T=�#V5\^]�_�_jW�\^U
|�]�U�ïNó�~�² � h�}�ï��3w7PihjT�£*ð�PihjT�Udl�|�]�U#~ � Ud\[l�V�W�VE���{s�U�O�9W��{l�t�}x~ � �{z©U·����\�lqU   }�¡Ll^Ukz1|�]�U � h�}�~x�@tuhuv�w7PihjTm£   O3�#W�V��� hx}�ï��(tuhfvôð�PyhjT3£   O@�#W�V��
tQ}�ï � O@�#V5RGX±W�VrlqZ[UkZm|�]�U
~ � ó$ï � O&+W�]�Z tQ}�~ � � � hx}xï���tuhnvÎð�PihjT3£�tuhuv�w7PihjT·O(&:W�]�Z't�}�~ �

\^]�_`babõ tuhnvÎð�PyhjT3£�\^]�_`babõ tuhnv�w7PyhjTm£°\^]�_`badc tuhuv�w�PyhjT�#W�V��
ð � P�t=T3£ªw � Pyt=T·OP��bT0�#V0RIzò�¶Uk|�]��{��R�z{UkV��dU
s�U�_�Z^W�_jW�\[�{l^��W�V�\�\[]��{��R�Vrl^Uk\��
Py¡��¬ö g�÷ ø T3£åPy~��¬w©T~�ó*¡ � � h�}�~��mö g�÷ ø PihjTm£°w7PyhjT� h�}�~x�3ö g(÷ ø PyhjT3£ªw7PihjT� hx}�~x��tuhuv�w�PyhjTm£Îùt�}�~���Udl'w��pPyt=Tm£Îù�#V�R�XfW�V�l^Z^UdZ�|�]�UôPy¡ �¬ö g(÷ ø Tu£ÈPy~x�Ñw©T\^��U·lG\^Ud]�z�UdXfUdV�lG\[�mt }-~ � U·lù0�°w � Pyt=T·O�9W��{l(t�}�~ � \^�µw � P�t=Tm£ÎùfR�z�W�Z[\�úmPyhjT3�ªö g�÷ ø PihjT"�(VG]�l^��z{��\qR�V�l7z�UmZ9¶Uk\^]�z{lÑRÐlR�]0s�Ud\^\[]�\)W�V5W�Y�lq��UdVrl�|9]�U\[�t };~ � UdlûPi¡��·ö g(÷ ø Tx£ Pi~x�¬w©TGR�z{W�Z^\�Py¡ �¬ö g�÷ ø T�£ Pi¡ �¬ú7T·O<��Rás�Z^W��{lqUs��¶Ud|9]�R�lq�{W�V0ü ¨ úmPyhjTmUk\�l)z�RIs�Z^W���lqU�R�]=s�Ud\^\^W�]�\'s�U�w�z³R�_�z{]�\�_�Z^W9�Ñý�UCs�UwU·l s�U�_jUdV�l^Ut�O

þ OQPSR�T5��.R�_�ZkÿUk\
z�Rn|�]�Uk\�lq��W�V���TkPSR�T'\^W���l#h�}�~ � t }�~ � � h«t×v�w � Pyt=T�£<w7PihjT�3Udz³R±s3¶UkX±W�VrlqZ[U|�]�Uz³RI´yW�V��dl^��W�V0Í ` P�t=T ¨ h«tév�w � Pyt=T�_µW�]�Z�h�}û~ÈUk\�lYµW�Z[V3¶UkU_�R�Z'w7PyhjTm\[]�Z)zS.UdV�\^UdX�Y�z�U
~ � O��#W�V��
~Üó$~ �¢� Udl#w �¢� PyhjT�£-w�PyhjT·O�9W��{l�UdV��kW�Z[UfPy~ �¢� �¬w �¢� Tm£åPy~x�Ñw©T·O
î
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P�Y�T5��.R�_�ZkÿUk\�z³RI|�]�Ud\[lq�{W�V î TkPyY«T3Udl z³R�|�]�Ud\[l^��W�V=_�Z9¶Ud�µ¶Uds�UkVrlqU
Pi~��¢�¢�k�¬wj�¢�¢�¬T��åPi~��k�¬wj�ÑT �&:R�Z�R��{z�z�Ud]�Z^\'z³Rn|�]�Ud\[l^��W�V�_�Z9¶Uk�µ¶Uds�UkVrl^UnR�_�_�z��{|9]@¶UkU�ÿRuz³R±´yW�V��dl^��W�Vûw � _�Z^W�]���U|�]�U±� Pi~ �¢�¢� �¬w �¢�¢� T�£åPi~ � �¬w � T ��"V0]�lq�{z���\^R�Vrlmz�RG|�]�Ud\[l^��W�V î TkP�RrT@W�V=�kW�V��kz{]=|�]�U
Pi~ �¢�¢� �¬w �¢�¢� T ¨ Py~ � �Ñw � T �P��bT=��.R�_�ZkÿUk\
z�Rn|�]�Uk\�lq��W�V���TkP��bT ~ � ¨ ¡'Of%'V�UIs�Z^W���lqU�_�R�\^\^R�Vrl�_�R�Z#z{Uk\#_µW���Vrl^\

� ¨ P�v����¬w7P�v��9T^T�Udl � º ¨ P�� º �¬w�P�� º TP�� º Û¨ v��9T)R±_jW�]�Z'_µUkVrl^U��
	����� ¿ �
	 ¿ ����  Ì ��3U·l^l^U s�Z^W���lqU�Uk\�l"lÑR�V�â�UkVrlqU�UdV � º \^��z�R#_jUdV�l^U�s�U��kU·l^lqU�s�Z[W��{l^UmUk\�l(z³R#s�UdZ^���(¶UdUs�U�w�R�]5_µW���Vrl�� º O � º Uk\�l)\[W�z�]�l^��W�VEs�]0_�Z[W�Y�zòÿUkX±U#\^�1U·l'\[Uk]�z{UkX±UkVrl \^�� º Ö ��� Ö
� º ��� ¨ î � º � �\[W��{l)\^��� º Uk\�l
\^W�z�]�l^��W�V=s�UG��P�� º v � � TkP�� º v � � TkP�� º ���9T ¨ �nUdl�� º Û¨ ��²js�W�V��

� º ¨ � � O(��U�_µW���Vrl � º RI_µW�]�Z��dW�W�Z[s�W�V�V@¶UkUk\¯P � � � � Õ��� T

þ
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ABuD±FIH(J
KLJNM�M
��OQPSR�TEü���P�v hjT ¨ �dW�\pPyÔ�R�Z^�d�kW�\bP�v�hjT^T ¨ �kW�\pP�Ô7P��"v'R�Z^�d�kW�\�hjT[T ¨ P�vC�pT � �kW�\bP�Ô�R�Z[�k�kW�\�hjTü���Uk\�lûs�U�z³R*X��UkX±UÎ_�R�Z[�{l�¶U�|9]�U�Ô:O! 
��P�v�hjT ¨ \[��V�PyÔ�R�Z^�d�kW�\�P�v�hjT^T ¨P�v��T � Ì � \[��V�PyÔ�R�Z^�d�kW�\�hjT¬²" 
�GUk\[l s�U�X��UkX±U
_�R�Z[�{l�¶U
|�]�U�Ô5v*�±Oü���P��rT ¨ �dW�\�PyÔ$# � T¬O�9�mÔ�Uk\�lf�{Xf_�R���Zd²�ü%��P��rT ¨ ��O��9�3Ô�Uk\�l±_�R���Zd²"ü%��PS��T ¨ P�vC�pT�& '9O( 
��PS�rT ¨\[��V�PyÔ # � T·O�9�1ÔûUd\[l _�R��{Z) 
��P��rT ¨ ��²�\^�1Ô�Uk\�l)�{Xf_�R���Z$ 
�«PS��T ¨ P�vC�pT &+*-,' Oü���P��pT ¨ ��Udl� 
��P��pT ¨ �P�Y�T5�1Ud\¯´yW�V��·lq��W�V�\�dW�\¯U·l�\[��VÎ\[W�Vrl�s@¶UdZ^�{��R�Y�z�Uk\C\^]�Z¡ ²�z³RE´yW�V��·lq��W�VÎR�Z[�k�kW�\¯Uk\�ls@¶UkZ^����R�Y�z�UI\[]�Z
§�vª���b��¥Ó²1s�W�V��Iz�Uk\#´yW�V��dl^��W�V�\
ü��EUdl. 
�5\[W�VrlCs3¶UkZ[�{��R�Y�z{Uk\#\[]�Z§«v?���b��¥ÓO

ü º� PyhjT ¨ Ô �
/ ��vÎh � \^�{V�P�Ô�R�Z[�k�dW�\�hjT ¨ Ô

/ ��vÎh �  
��PyhjT
 º� PyhjT ¨ v Ô �

/ ��vÎh � �dW�\�PyÔ�R�Z^�d�kW�\�hjT ¨ v Ô
/ ��vÎh � ü%��PihjTP��bT=� R�_�_µUkz{W�V�\�z�Ud\u¶Uk|�]�����R�z�UkV��kUk\��

P�021�êkhnv��pT43
¸ v�h ��êbÄòÔµh53
¸�h�"z{z�Uk\��{Xf_�z���|�]�UdVrl
�
z��{X6 ¾ ¸ �kW�\�P�Ô87�T7v���dW�\"7#v�� ¨ z���X6 ¾ ¸ Ô

� 7 �
7 � ¨ Ô �

�7l¯�kW�X±XfUGz�R=z{��X±�{lqUIs�Ufz�R=|�]�R�Vrl^�{lqU � 66 ' z{W�Z^\[|�]�U97�Å �=V©.U¬����\[l^Uu_�R�\d²�z�Rz{��X±�{l^U
z�W�Z[\^|�]�U:7GÅ �ns�U<;>=@? 	 � 6 �A�B ; 6 ¿ � V©ÒU·���{\[lqU¯_�R�\kO#�(V�_jW�\^R�VrlC7 ¨ R�Z^�k�dW�\pPihjTW�V0W�Y�lq��UdVrl
z��{X`·¾ � �dW�\�PyÔ�R�Z^�d�kW�\�hjT7v*�huv*� ¨ z��{X6 ¾ ¸ �kW�\bP�Ô87�T7v*��dW�\D7#v�� ¨ Ô �

��RE´yW�V��·lq��W�V�ü%�EUd\[ls3¶UkZ[�{��R�Y�z{U�UkV��fs�U±V�W�X�Y�Z[UIs3¶UkZ[�{�(¶UkU±Ô � O±��Ru´yW�V��·lq��W�Vü�� ¶U·lÑR�VrlEs�U�X��UdXfU0_�R�Z^��l�¶Ux|�]�U�Ô�² ü%�ôUk\[l5s@¶UkZ^����R�Y�z�U0UkVLvC��s�Uxs@¶UdZ^���(¶UdUP�v��T � ¿ � Ô � O*�"V�_jW�\^R�VrlE7 ¨ R�Z^�k�dW�\pPihjTGW�V�W�Y�l^��UdV�l±|�]�U=z³Rx´yW�V��·lq�{W�VF 
�V�.Ud\[lu_�R�\fs@¶UkZ^����R�Y�z�UEUdV®��O?��R�´yW�V��dlq�{W�VG 
��¶UdlÑR�V�lfs�U=X��UdXfUE_�R�Z^��l�¶U5|�]�UÔ5v*��²" 
�GV©.Ud\[l _�R�\�s@¶UdZ^����R�Y�z�U
UdVôvC��O
H
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P�s�T5�"�¶Uk|�]�R�l^��W�V=ü%��PihjT ¨ �GUd\[l=¶Uk|�]�����R�z�UkVrl^UnÿR±Ô�R�Z[�k�dW�\�h ¨ # � �FIJ�ôW�ÿ]EUkV��dW�Z^U
R�Z^�k�dW�\�hx} Ý ���Ô �FI � Ô �KIE}ML�Þ

#��� ��I #� R�_�_�R�Z�lq�{UkVrl'R�¥¦��� # � §�\^��Udl \[Uk]�z{UkX±UkVrl)\[�NI=} Ý ���
OPOPOd�RQnP � ¿ �� T¬Þ���Ud\\[W�z�]�lq��W�V�\�R�_�_�R�Z[lqUdV�R�VrlIÿR=¥Ò���k�k§1\^W�V�l�
Ý ü-S ¨ 021�ê�P ���Ô ��I � Ô T·�$IE} Ý ���TOPOPO·�RQnP ÔEv��� TÑÞrÞ �

 
��PyhjT ¨ �GUk\�l5¶Uk|�]��{��R�z{UkVrlqUuÿRIÔ�R�Z[�k�kW�\�h ¨ IJ�ûW1ÿ]5UkV��kW�Z[UEÿR
R�Z^�d�kW�\�hx} Ý I � Ô �KIu}�L�Þ

I # � R�_�_�R�Z[l^��UdV�l:R¥Ò��� # � §�\[��Udl:\^Uk]�z�UkX±UkVrl:\^�JIE} Ý ���TOPOPO·�RQnP � � TÑÞ��1Uk\+\^W�z�]�l^��W�V�\R�_�_�R�Z�lqUkV�R�Vrl±ÿR=¥¦���b�k§1\[W�Vrl
Ý  TS ¨ 0U1�ê�PVI � Ô T·�KIu} Ý ���TOPOPO·�RQnP Ô � TÑÞrÞ ��"Ò��V@¶Ud|�]�R�lq�{W�V5ü%��PyhjTm�$�IUk\�l=¶Ud|9]��{��R�z�UdVrlqUnÿR

Ô�R�Z^�k�dW�\�hx}�PVWXS a2Y ¥Óv � � �?�-IJ�"� � � ���ZIJ�©§³T\[Î¥¦���]�©§
¼ \^�1Ô�Uk\�l _�R���Zd²�ü%��PihjT��$�GUk\�l5¶Uk|�]��{��R�z{UkVrl�ÿR
R�Z^�d�kW�\�h�}�¥¦��� ���Ô §2W S ß_^ 	 &U*%,' �S ß � ¥ìv ���Ô � �ZIJ�Ô � ���Ô � �ZIJ�Ô §2Wu¥ìv ���Ô �5�"�]�©§

¼ \^�1Ô�Uk\�l ��X±_�R���Zd²�ü���PihjTm�$�GUd\[l=¶Uk|�]�����R�z�UkVrl^UnÿR
R�Z[�k�dW�\�hx}�¥¦��� ��ÐÔ §`W S ß_^ 	 &+*-,' �S ß � ¥Óv ���Ô � �ZIa�Ô � ���Ô � ���Ô §��RI´yW�V��·lq��W�V5R�Z^�d�kW�\ Uk\�l's@¶Uk�kZ[W���\[\qR�Vrl^U�O � �IUd\[l zò�UdV�\^UdX�Y�z{U±�

¼ _jW�]�Z�Ô�_�R���Z
¥¦�dW�\pPb�+T·�q�dW�\�P�v ��ÐÔ ���+T�§cW S ß_^ 	 &+*-,' �S ß � ¥¦�dW�\pP ���Ô � �ZIa�Ô �+T·�^�kW�\bP�v ���Ô � �ZIJ�Ô �+T�§cW�¥¦�dW�\pP ��ÐÔ T·�^�kW�\bPS�rT¢§

¼ _jW�]�Z�Ô���X±_�R���Z
W S ß_^ 	 &U*-,' �S ß � ¥Ç�kW�\pP ���Ô � �-IJ�Ô �+T¬�q�kW�\bP�v ���Ô � �-IJ�Ô �+T¢§JWÎ¥Ç�kW�\pP ���Ô T·�q�dW�\pPS��T�§

d
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�"Ò��V@¶Ud|�]�R�lq�{W�VE 
��PyhjT3�°�Ud\[ln¶Ud|�]��{��R�z{UkVrlCÿRCÔ�R�Z^�d�kW�\�h�}eWXS a2Y ¥¦�(�ô�ZIa�"�]�C��-IJ�©§J[Î¥¦���]��§
R�Z^�k�dW�\�hx}eW S ß_^ 	 &U*%,' �S ß � ¥ �ZIJ�Ô � Pò�ZI��$�pT��Ô §

��RI´yW�V��·lq��W�V5R�Z^�d�kW�\ Uk\�l's@¶Uk�kZ[W���\[\qR�Vrl^U�O$f��IUk\�l zò�UdV�\^UdX�Y�z�U
W S ß_^ 	 &+*-,' �S ß � ¥¦�dW�\pP � Ô � �ZI� T¬�q�kW�\�P �ZI� T�§�1U�\^�{â�V�U
s�U�ü º� PihjT3Uk\[l z{U
X��UdXfU#|�]�UCs�U
�dUkz�]��1s�U. 
��PihjT·O(ü%�¯Uk\[l �dZ^W��{\^\qR�V�l^U\[]�Z � ��²:s@¶Ud�kZ[W���\[\qR�VrlqUnR���z{z�Ud]�Z^\dOf�1UG\^�{â�V�UGs�Ug º� PihjT�Ud\[lzòÒW�_�_µW�\9¶UGs�U±�kUdz�]��s�Uü���PihjT·Oh 
�GUk\�l s3¶Uk�dZ^W��{\^\qR�V�l^U\[]�Z�f���²��kZ[W���\[\qR�VrlqUR��{z�z�Ud]�Z^\dO

��OQPSR�TEü�¸pPyhjT ¨ �. b¸ÐPihjT ¨ �Gü��dPyhjT ¨ hxUdl� ��kPihjT ¨ / ��vÎh �P�Y�T ü�� Ì �pPihjT���ü%��PihjT ¨ �"�dW�\�P[P�Ô±����T�R�Z^�d�kW�\�hjT+���kW�\�P�Ô�R�Z[�k�kW�\�hjT¨ �kW�\pP[P�Ô±�$�pT�R�Z^�d�kW�\�hjT��kW�\pP�R�Z^�d�kW�\�hjT �ü�� Ì �pPihjT���ü%��PihjT ¨ �Ðh«ü%� Ì �dPyhjT¬O�#U�X��UkX±U
W�VElqZ[W�]���Ui 
� Ì ��PyhjT��� 
��PyhjT ¨ �phD 
� Ì �kPyhjTP��bT=�0¶UdXfW�V�l^Z^W�V�\'_�R�Z'Z9¶Uk�k]�Z^Z^UdV��kU¯\^]�Z Ôá}jL�²:z�R±_�Z[W�_µW�\^��lq��W�VlkK�0�@ü%�±Uk\�l)]�V�U´yW�V��dl^��W�Vf_jW�znm9V��W�X±U's�U)s�Ukâ�Z9¶U)Ô0Udlo 
��PyhjT(_jUd]�lm\d.U¬��_�Z^��X±UkZ@\^W�]�\mz³R�´yW�Z^X±U�
 
��PyhjT ¨ / ��váh � ð���PyhjT
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