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ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DE STATISTIQUE
ET D'ECONOMIE APPLIQUEE
ABIDJAN

AVRIL 2001
CONCOURS D'ELEVE INGENIEUR STATISTICIEN ECONOMISTE
OPTION MATHEMATIQUES

CORRIGE DE LA DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES

EXERCICE n° 1

[0 On obtient det(A—Al)=(1-A1)%. A =1 est donc une valeur propre

triple. Le sous espace vectoriel propre associé est une droite engendrée par le
vecteur e =(1117).

[1 A est semblable a la matrice M telle que : Ae =g, Ae,= g+ g et

110 1 00
Aeg, = %+g0ntrouvee2—1et%—OJ dou M=/0 1 1f, A=/0 1 O] et
1 00 00
010 1 00
J=|0 0 1/.0Ona J®=0.Enfin P={1 1 0.
0 0O 12
0 A"=PM"P! et M"=(A+J)" —|+nJ+”('”2 D34 savoir
1 n nn-1)/2 1 0 O
M"=|0 1 n . En particulier P*=|-1 1 0/. L’expression de A" s’en
0 0 1 1 -2 1

déduit par la relation précédente.
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(n=-H(n-2) n(2-n) n(n-21
2 2
| N-Y . n(n)
2 2
n(n+1 _n@2+n) (n+)(n+2)
2 2
X, ) (1
[1 D’autre part, on obtient : u, =A"u, et u,=A u,, d'ot |y, |=|1|. La suite est
z ) \1

donc stationnaire.

EXERCICE n° 2

[1 On vérifie que A" A= (matrice unité).

[J La matrice A est donc une matrice orthogonale et ses valeurs
propres sont de module égal a 1. Comme le polyn6me caractéristique est de degré 3

et le déterminant positif, les valeurs propres'sont: 1, € et €.
Par ailleurs la trace étant invariante par changement de base, on a

TrA= %1 =1+’ + €', dou a = ArCCOS(‘g)

EXERCICE n° 3

[J Le noyau de f est une droite vectorielle engendrée par le vecteur
(2,1,3) et 'image correspond donc au plan.

[ 1l existe x tel que : p(u) =x(2,1,3) OKerf et la distance entre u et
Kerf est minimale. On a: d? (u,Kerf) = (1-2x)? +(1— x)* +(1—3x)2.

Cette expression est convexe et le minimum est atteint pour :g, d’ou

3
p(u) —7(l 2,3)
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[ La matrice R de la rotation r est, dans la base canonique :

0 -10
R={1 0 O0].Onobtient r(u)=(-111
0O 0 1
[] Soit P la matrice associée a p, on a (le raisonnement est identique
4 2 6
a celui de la deuxiéme question) : P=i 2 1 3
6 3 9

2 -4 6)\1 2
On obtient : PoR(u)=i 1 -2 3 1:% 1| et
4 -6 9)\1 3
-2 -1 -3)1 3

Rop(u):li4 4 2 61f=1 4

7
6 3 9,1 |9

EXERCICE n° 4

[0 On \vérifie aisément que - f est linéaire et que

f(X2") =-2nX*""-2aX* OE, il en est de méme pour tout p,(p<n). f estdonc un
endomorphisme.

[] Les valeurs propres sont de la forme A =-2a +2k, ou k=0,1,...,n.
La résolution de I'équation f(P)=AP permet de déterminer les vecteurs propres
associés aux valeurs propres précédentes, a savoir : P(X) =(X =)™ (X +1)"*. ou
k variede —n a +n.

[J f est diagonalisable car toutes les valeurs propres sont réelles et
distinctes. De plus f est inversible car ses valeurs propres sont non nulles.

[] Les vecteurs propres forment donc une base de E et tout polyndme
de E s’écrit comme une combinaison linéaire de ces vecteurs.
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EXERCICE n° 5

[l Dans ce cas, la matice M est symétriqgue, donc elle est
diagonalisable. D’autre part, rg(M) =rg(AA)=rg(A) = p, la matice M admet donc

1

. 0
n— p valeurs propres nulles et M est semblable a la matrice A:( Oj’ avec une

P
matrice de passage P orthogonale de la forme P = (Plj'
2

La matice M~ s’écrit : M =(P.A/?)(AY?PR), ol AY? est la matrice diagonale dont les
valeurs de la diagonale correspondent aux racines carrées des valeurs de la
diagonale de A. Si B=RA/?, on a: AA=BB, dou B*"A=B'A™ et B'A=Q est
une matrice orthogonale . On en déduit A=QRA? .

[J On vérifie que AA+0?l_=0?l , donc la matice M est symétrique
définie positive et elle est diagonalisable dans le groupe orthogonale (notons B, la
matrice de passage). Elle est semblable a une matrice A diagonale et définie

positive. De méme, la matrice A s'écrit alors: A=QR (A +0c’1)"?.

[JOna: M=D. D étant définie positive, il en est de méme pour M
et cette matrice est inversible.

On obtient M =D™(I + D*AA)™ a partir de la résolution de I'équation : y = Mx. On
vérifie que MM ™ =1 (On vérifie que | + D' AA' est inversible).

EXERCICE 6

[] On vérifie que AB- BA est une matrice antisymétrique.
Notons C=AB-BA. C est diagonalisable dans I'ensemble des nombres
complexes. Soit A une valeur propre complexe et u un vecteur propre associé.
Ona:

Cu=Au,dol U Cu=AT u=A ||u||2 et Cu=-4 ||u||2 (i)

Par ailleurs, (Cu) =(Au) =u'C' =Au et U C =A U. Il vient,en multipliant par u a
droite : @ C u=A |ul* ().

D’aprés les résultats précédents (i) et (i), on trouve A = -1, les valeurs propres sont
donc des imaginaires purs.
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[] Il existe une base orthonormée pour la forme hermitienne associée a
A et orthogonale pour la forme hermitienne associée a B. Soit P la matrice de
passage associée a cette base, alors

A=PP et B=PDP, ol D est une matrice diagonale & coefficients strictement
positifs (dij ) Notons d =1Inf(d;). On a:

Tr AB=Tr(PPPDP) =Tr(PPPPD) >d Tr(A?

Si A=(a), comme Aest symétrique, on obtient: Tr(A*)=> a:. Tr(A*)>0, car

i,k
sinon on aurait A=0, donc Tr(AB)>0.

[1 Supposons que | +M ne soit pas inversible, il existe alors un
vecteur u non nul tel que : (I +M)u=0, dou Mu=-u. Par transposition,

UM =-u puis UM u= —||u||2. D’autre part, comme M est antisymétrique M u=u

et uM'u=|ul*. On obtient alors ||u||2 :—||u||2 et u=0. Ce qui conduit & une
contradiction.

La matrice A=(1 -M)(1 +M)™ existe d’aprés la question précédente.

A est orthogonale si et seulement si A=A". Ce qui est équivalent a
(I-M)*M =M(l -M)™. Cette relation est obtenue a partir de la relation
(I-M)M =M (I —M) en la multipliant & gauche et a droite par (I —M)™. On montre
de méme que | —M est inversible.
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CONCOURS CESD 2001

Corrigé de ’épreuve de Calcul Numérique

1. Les trois vecteurs (1,1,1), (2,4, 8) et (3,9,27) sont dans M, donc dans V;. Ils
sont, linéairement indépendants, car

det

W N =

11
4 8 | =12+£0.
9 27

Alors dim V; >3, et,.comme la dimension de V; est bornée par celle de R? elle
vaut 3.

Comme (n+1,2n+1,3n+ 1) =n(1,2,3) + (1,1, 1) on voit que V5 est engen-
dré par les deux vecteurs linéairement indépendants (1,2,3) et (1,1,1). Par
conséquent dim V5 = 2.

2. Soit a le remboursement annuel; ¢ le montant du crédit et p le taux d’intérét.
Apreés le premier remboursement le montant restant du crédit est

(1+p)c—a.
Apreés le deuxiéme remboursement le montant restant du crédit est

(1+p)((1+p)ec—a)—a.

En général, aprés le n-iéme remboursement, n = 0,...,5 le montant restant
est

n n—1 n—2 n <1+p)n_ 1
QI+p)c—((1+p)"+A+p)" "+ - +1La=(1+p)"c— ——"FF—a.

p

Pour n = 5 ce montant doit étre nul, car le prét dure 5 ans. Alors

1+p)°  0,04(1,04)°
0= (fi j;g” =1 Oi); )1 x 100 000FF = 22462, T1FF.
p) — ) -




()
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Montrons d’abord que a%H > ¢ pour tout n € N. En effet,
at +c* —2da2c= (a2 —¢)*>0

= a) + 4+ 2a’c > daic

2 2 c

= a2, = +-—+t-2>c
LTy 4e2 2 T
Maintenant montrons que a,.; < a, pour tout n > 1. On a

a, a’

an, n ¢ . 4
an = — — X~ - = CLn.
o T, 2 ' 24,

Donc la suite (an),>1 est bornée et décroissante. Comme R est complet
elle doit alors converger vers une limite a dans R.

De a = lima, = lima,; et de la définition récurrente on déduit a =
24 Loetdelaa® =c. Comme a >0 onaa=/c

L’ensemble D est le triangle fermé entre les points (0,0), (0,7) et (m,0).

La fonction f s’anulle sur le bord 0D du triangle D, et elle est strictement
positive sur I'intérieur D°. Donc tous les points sur 0D sont des minima
(globaux) et il n’y en a pas d’autres.

La fonction f est de la classe C'™° car ses composantes le sont. Tous les
extrema (z,y) € D° vérifient alors

O f(xsy) =0y f(x,y) = 0.
Ceci donne
coszsinysin(z + y) + sinsiny cos(z + y) = 0,
sinz cos y sin(x + y) + sin x sin y cos(x + y) = 0.
Sur l'intérieur D° nous avons sinx # 0 # siny, d’ol
cosxsin(z + y) = —sinz cos(x + y), cosysin(x + y) = = siny cos(x + y).

De la premiére équation nous tirons que cos(x + y) # 0 # cosz, et de la
deuxiéme que cosy # 0. Donc par division

COS T sinx

cosy siny
D’ou tanx = tany, et enfin x = y. La premiére équation donne alors

cos x sin(2x) + sin x cos(2x) = 0,
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Donc

www.tousl esconcours.info

donc sin(3x) = 0. Alors x = 7. Par conséquent seul le point (3, ) peut
annuler 0, f et 0,f — et il le fait (vérification facile).

Maintenant (a,b) = (3, §) est I'unique maximum de f. En effet la fonction
f continue admet un maximum sur le compact D et (£,Z) est I'unique

313
candidat.
Ona f(3.%3) =3V3/8.

La série de Taylor jusqu’a 'ordre 2 est

T = f(a, b) + (axf(a’ b)7ayf(a’ b)) ( Zj:(lj >
(

2f(a,b) 9,0, f(a,b) \ (-
+(x_a’y_b)(ay8xf(a,b) 2 f(a,b) )(y—

2f(m T s _z
= 32T (W) S ) (11
8 3 3"\ 9,0.f(5,%) 9,f(5.3) y—3
On a
Of = 2coswsinycos(x +y) — 2sinx sinysin(x + y),
2 . . . .
0,f = 2sinzcosycos(z +y) — 2sinzsinysin(z + y),
0,0,f = ‘cosmcosysin(x +y) + cosxsiny cos(z + y)
+ sin z-cos y cos(x + y) — sinx sin y sin(z + y).
On obtient
T T V3 V3/2 z—Z
Ty = 3vV3/8—(x— =,y —— 3
2 \/_/ (z 3,9 3)(\/3/2 \/g) y—%)
m._T \/g(fc—ﬁ)vL\/g/?(y—E))
= 338 —(z——,y—= 3 3
ps-ta=5=5 (Vafoge ) L VBl b
= VBB V3((x -5+ (o= D~ 5) + (- ).
3 3 3 3
la substitution ¢ = tanx on a dt = dz/ cos® x. Alors
dx dx dt
———= [ ———— = [ — =In[tf| =In[tanz|.
sinx cos tan x cos? x t

/ﬂ/g _dr Intan(7/3) — In tan(7/6)

/6 SInxcosx

1
= ln\/g—ln—:ln&
V3
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n

i 1 1 1 1
Ona) o=ty = 2Ga—n tamen ®

k>2 k>2
1 1 1

4+2(n+1) 2n

ce qui converge vers  quand n — oo.
(b) D’aprés de I'Hopital on a
Inx

limz=—1 = lime=-1 = lime
rz—1 rz—1 rz—1

B[

7. On a'V =7xr’h et S = 27r(r + h). Comme V est constant on peut remplacer

h = Y dans Pexpression pour S :
r

S(r) = 2mr(r+ 12) = 2mr? 4 QK,T > 0,
r r

S'(r) = 47rr—2¥.

Comme lim, o+ S(r) = lim,, o S(r) = 00, on sait que S posséde un minimum.
De S'(r) = 0 on tire r = ¢/ 2=, etede 1a h = {/ 42,
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SESSION D’ AVRIL 2001

ECOLE NATIONALE SUPERIEURE DE STATISTIQUE ET D’ECONOMIE
APPLIQUEE ABIDJAN

CONCOURS D’ELEVE INGENIEUR STATISTICIEN ECONOMISTE

OPTION MATHEMATIQUES

CORRIGE DE LA PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES
PROBLEME I

1. (a) Le nombre sup h,,(x) est un majorant des nombres mxz — f(z) lorsque
zeX
z € X. Donc :

Vme X°, Ve € X, f°(m) > mz — f(x)
Ainsi on a :

Vme X° Vo e X, f°(m)+ f(z) > mzx
Fixons z € X alors on a :

Vm € X°, f(x) > mx — f°(m)

f(z) est un majorant des valeurs mx — f°(m) lorsque m € X°. Donc

f(z) > sup mx — f°(m)
meX©°

(b) Soit my; € X° et my € X° alors
M, € R, Vz € X, myz — f(x) < M,

M, € R, Vz € X, moz — f(x) < M,
Soit A € [0,1] en posant M = AM; + (1 — A\) M on obtient

Vee X, (Ami+ (1 —XNmg)zr— f(z) <M

Donc Amy + (1 — A\)mg € X°
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(c) Soit m € R. X est un compact, la fonction h,, est continue sur X
donc h,, est bornée et atteint ses bornes. En particulier X° = R et

dzg € X, hy(zo) = sup(mz — f(z))
X

Jzo € X, f°(m) = mzo — f(20)

(a) hp(x) =mz —e® et hl () =m — e .
e Sim < 0, la fonction h,, est décroissante sur R, lim Ay, (x) = oo,
T——00
lim h,(x) = —oco. Donc m ¢ X°.
T—r00
e Sim =0, la fonction h,, est décroissante sur R, limy_,_sohm(x) =
0, limz — oohp,(z) = —oo donc m € X° et f°(0) = 0.
e Sim > 0, la fonction h,, est croissante sur |—oo, Inm| et décroissante
sur [lnm, oo liril hm(z) = —oo donc m € X° et f°(m) =
T—rL00
mlnm —m.
En résumé X° = Rt.
Notons H,,(z) = ma — f°(z). Ona H,(0) =0et siz >0, Hy,(z) =
(m+1)z—zlnz. Sur R™, H] (x) = m—Inz. Donc H,, est croissante sur

10, e™] décroissante sur[e™, co[. Elle atteint son maximun en z = e™
et Hy,(e™) = e™. Ainsi

X° =Rt f°(0)=0siz >0 f°(z) =xz(lnz —1)
Xoo — R fOO(SE) — ew

(b) hp(z) =mz — 2. lim Ap(z) = oo done X° =0

37 15
(©) hm(z) = (m—a)z+p
e Sim # «, hy, est non bornée et m ¢ X°
e Sim = «, h,, est constante et vaut .
Finalement X° = {a} et f°(a) = 8. Hy(z) = maz — f°(z) est une
fonction bornée et sup(mz — f°(x)) = ma — § Donc X°° = R et
fe(z) = ax — B.

(d) hpm(z) = mz — f(z). L’image de h,, est h,,({—1,0,1,2}) = {-m —
1,0,m — 2,2m — 1}. Cet ensemble est toujours majoré, on trouve
X°=R

-m—1 st m<-—1
fe(m)=< 0 si —1<m<1
2m—1 st m > =
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En calculant H,,(z) = mz — f°(x) on trouve

m+Dz+1 si z< -1
H,(z) =< mz sio —1<z<
(m—-2)r+1 si <z

Finalement H,, est majoré si est seulement sim € [—1,2] X°° =[-1, 2]
et f°(x) =—zsize[-1,0]et f(z) =5 sizel0,2]

Si(X,f) <(Y,g)et (Y,9) <(Z,h)alors Z C X etVx € Z, f(x) <
h(z) donc (X, f) < (Z,h).

Si(X,f)<(Y,g)et (Y,g) <(X,f)alors X =Y etVze X, f(z) =
g(z) donc (X, f) = (¥, g).

On’suppose que Y C X, Vz €Y, f(z) < g(z) et que X° est non vide.
Soittm € X° il existe M € R tel que Vz € X, mz — f(z) < M. Donc
Ve €Y, mx — g(x) < M. Donc m € Y°. On a montrer que X° C Y°.

Pour m € X°,Vx € Y, mx — g(z) < mz — f(x). Pour m € X°

supmz = g(x) < supmz — f(z) < supmz — f(x)
€Y zeY zeX

Donc g*(m) < f°(m).

On a I’équivalence de propositions suivantes :

(R, mp) < (X, f)
X CR, Vz € X, pnp(z) < f(x)
Ve € X, dmp(z) < f(2)
Ve e X, mx— f(z) <p
me X% et f(m)<p
On a montrer que (R, ¢pp) < (X, f) si et seulement si m € X° et
p> f°(m).

Soit m € X°si f°(m) < p alors ¢(z) > ¢, (z) En utilisant le résultat
au dessus on obtient que si

m € X° et (R dmp) < (X, f) alors (R, dmyp) < (R,p). La droite
d’équation y = ¢(x) est la droite au dessous de f la plus proche de f
et de pente m.

D’apres la question 1)(a) soit z € X Vm € X°, am — f°(m) < f(z)
Cela démontre que la fonction H,(m) = zm — f°(m) pour x € X est
bornée par f(x) sur 'ensemble X°. Donc X C X°° et f°°(x) < f(x).
Soit encore (X°°, f°°) < (X, f).

3



(b)
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D’apres la question 3)(b) et la question précédente
(XOOO’ fOOO) Z (XO’ fo).

Par ailleurs la question précédente appliquée a la fonction f° prouve
que :
(XOOO’fOOO) S (XO’fO).

En utilisant la question 3)(a) on conclu que

(XOOO’fOOO) — (_Xo,fo).

D’apres la question 1)(c) X° = R. Une droite passant par les points
A= (—a, f(—a)) et A" = (d, f(d') (¢’ # —a) a pour pente %fé*a)
Cette droite est tangente en A’ si la pente de cette droite est la derivée

de fau point a’' . A’ est solution du probléme si et seulement si

a® + a?

o
- =3a”,
a +a

!

soit si a' est solution de 2(a’ — §)(a' — §)(a' +a) = 0 et o’ # a, donc
a' = §. Le point A" a pour coordonnées (3, %)
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PROBLEME 11

1. (a) yn(—2) = cos(narccos(—z)) = cos(n(mr—arccosx)) = (—1)" cos(n arccos x)
Yn est de la méme parité que n. z,(—z) = sin(narccos(—z)) =
(—1)"*!sin(n arccos z), z, est de méme parité que n — 1 .

Yn(0) = cos(n%).
Si n est impair, y,(0) = 0. Si n est pair, y,(0) = (=1)2. 2,(0) =
sin(ng).
Si n est pair z,(0) = 0, si n est impair z,(0) = (—1)"=z .
yn(1)=1et 2,(1) =0
(b) Les fonctions cos et sin sont dérivables sur R, la fonction arccos est
dérivable sur | — 1, 1], donc les fonctions y, et z, sont dérivables sur
= 1,1].
! sin(n arccos ) = S L
V1—1?
2! () = ~n————=cos(narccos z) = ————=y,(z
(o) = 1 cos(narceoss) =~ (z)
(c) Rappelons les équivalences :

—x2

(cosx'— 1) ~yq -

SINT ~g T

Elles impliquent :

00 cosh—1  6-0 62

6) —1 22
cos(nf) U

Et comme la limite de la quantite Z—f lorsque 8 — 0 n’existe pas, la

limite lorsque # — 0 de % n’existe pas. En posant § = arccos(z)
on obtient
cos(narccosz) — 1 cos(nf) — 1
lim ( ) = lim cos(nf) 1 =n’
z—1 x—1 9—0 cosf — 1

La fonction g, est dérivable en 1 de nombre dérivée n?. La fonction
Yo €tant de méme parité que n, y, est dérivable en —1 de dérivée
(—=1)»'n?. En posant § = arccos(z) on obtient que la fonction z,
n’est pas dérivable en 1. La fonction z, étant de méme parité que
n — 1, z, n’est pas dérivable en —1.



www.tousl esconcours.info

(d) L’équation y,(x) = 0 est équivalente & narccosz = % + k7 ol encore
T T
arccosr € {——+k—, keN
{Qn n }

5 + kT appartient a [0, 7] si et seulement si k € {0, - -, E("T_l)} Les
solutions appartenant a [0, 1] sont :

n—1
2

{y = cos(% +kg), ke {0, B e

zn(x) = 0 est équivalente & n arccosz = k7w ol encore a
7r
arccosz € {k—, k € N}
n

k7 appartient a [0, 7] si et seulement si k& € {0, ---, E(%)} Les solutions
appartenant a [0, 1] sont

51

{2z = cos(k ), k€{0,- E(§

L’inéquation y,(x) >0 est équivalente a

narccos T € (UkeN[_g + 2k, g + 2kn]) N[0, 7]

e si n est pair, y,(z) > 0 est équivalent a

_p(n=1 2k 2/€
arccos ¢ € [0, 21] U::f]( : )[ y =, -
n

—U[-5- +m,7]
- —_ 4T,
2n n’2n 2n ’

e si n est impair, y,(z) > 0 est équivalente a

T 2k7r T 2T

U T +2]

e€|0
arccosz € [0, o N5

La fonction arccos est décroissante. A,, est I’ ensemble :

e pour n pair

—g(n:t 2k 2km
[cos(w),cos(—%—kw)]uz:f( 2 )[005(27;+T7r7r) cos(—%—%?ﬂ]u[cos(

e pour n impair

k=E(251) ™ 2km m  2km T
Up_1 [COS(Qn + TW) cos(—% + Tw)] U [cos(2n) cos(0)]

-0),cos(0)]
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L’inéquation z,(z) > 0 est équivalent a n arccosz € Ugen[0 + 2km, 7+
2kw| N[0, 7]

—p(z=1y 2k 2k+1
arccos T € Ul,z:f( 2 )[ nw,( j; )W]

La fonction arccos est décroissante. B, est ]’ ensemble

—1
("5~

)[COS(E + %),COS(%)]

k=E
Uk:l
n ™ ™

Le signe de y,(x) est le méme que de celui de z,(z). y, est croissante
sur A,, décroissante ailleurs. Le signe de z/,(x) est 'opposé de celui
de y,(x). z, est décroissante sur B, croissante ailleurs.

2. (a) yolz) =1 2z0(x) =0 y1(z) =z et z1(z) = V1 — a2
(b)

Yn+2(2) + yn(z) = 2 cos((n + 2) arccos z) + cos(n arccos z)
= cos((n + 1) arccos x) cos(arccos x).

yn+2(m) + yn(m)  \ 2$yn+1(.’ﬂ).
De méme on trouve z,;2(z) + 2,(z) = 222,41 (2)

(c) Démontrons par récurrence sur n € N, la proposition P, : y, est une
fonction polynéme de degré n et z,(x) peut s’exprimer sous la forme :

zn(z) = V1 — 22g,(x)

ol g, est une fonction polynéme de degré n — 1. Les propositions P,
et P; sont vraies. Si on suppose n > 1 et les propositons P;, vraie pour
tout £ < n alors y,+1 = 220y, — Yn—1, alnSi Yy, est un polynome de
degré n+ 1. zp11 = 222, — 2n_1 = (2209,(2) = gn_1(x))v1 — 2% donc
Gnt1 = 2xgn(x) — gn_1(x) est un polynome de degré n.

(d) Les formules de Moivre sont

cos(nf) + isin(nh) = i(z)kCﬁ cos™ ¥ () sin® (1)

sin(nf) = Z (—1)FC2+1 cos™ 21 (f) sin?+1(9)

k=1
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On obtient alors

k=B(%)
yn(x) — ( 1)k02kxn 2k(1 Z2)2k
k=0
k=B("31)
Zn(I) — (_1)k02k+1xn—2k—1(1 _ $2)2k+1
k=1

Les fonctions a valeurs réelles solutions de I’équation différentielle

d2
W + n v=20
sont ’ensemble des fonctions v(#) = a cos(nf) + S sm( 6) lorsque o €
R et € R Maintenant on pose arccos r = f(z) = f(cosh)
4(f ocos)(8) = —sin(f) f'(cos §) o > (f o cos)(8) = — cos(0) f'(cos 0) +
sin?(6) f"(cos@) Une fonction f(x) est solution de

d? d

si et seulement si f(cos®)) est solution de :

d2
——+nfv=0
do?
On déduit que y, et z, sont deux solutions sur | — 1, 1[ de ’équation

différentielle :

Les solutions générales sur | — 1, 1] de I’équation différentielle sont les
fonctions f(z) = ayn(z) + Bza(z) ol € Ret f €R

Soit 41 € C*®] — 1,1[, yo € C*°] — 1,1, « € R et B € R alors

F(ays + Byz) = aF (y1) + BF (y2)-

F' est une application linéaire.

Siy e C® —1,1] alors F(y) € C>°] — 1,1], F est un endomorphisme
de C*] —1,1].

La fonction y = 0 est solution de f(z,y(z),y'(z)) = 0 Soit y une
solution de ’équation différentielle f(z,y(x),y'(x)) = 0 qui s’annule
en un point noté zo €] — 1,1[ alors y(zo) = 0 et y'(zo) = 0. D’apres
I'unicité de la solution du probleme de Cauchy pour les équations
différentielles alors y = 0. Donc si y est une solution non nulle de

8



www.tousl esconcours.info

f(z,y(z),y' (x)) = 0, elle ne s’annule jamais sur l'intervalle | — 1,1].
Elle vérifie : (2) ) 5
y'(z —2x
::(n'_'_) )
y(x) 21—z

Il existe C' € R™ telle que y(z) = C(1 —xQ)nfé. L’ensemble des
solutions de 1’équation différentielle f(z,y(z),y'(x)) = 0 est

{y(z) = C(1 —?)" "%, C € R*}.

1

u € Ker(F) et u(0) = 1 est équivalent & u(z) = (1 — z2)" 2.

Y(z) = (1-2")y'(2) + (22 — Day(z)

En dérivant on obtient

p=k p=k
Y®) () = Z CP(1 — g?) Py =+l () 4 Z CP(2n — 1)zPy*=P)(z)
p=0 p=0

y ) (z) = ((2n—1)x—2kx)y(k) (x)+(1—xQ)y(k+1(:E)+(k(2n—1)—k(k—l))y(k_l) (z)

Cette relation pour u donne :

(1—22)ut ) (z) = —((2n—1)z=2kz)u® (z)— (k(2n—1)—k(k—1))u~D(z)

En particulier pour x =0 :
u* ) (0) = —k(2n — k)Y (0).
u(0) =1 /(0) = 0, une récurrence prouve :
u®)(0) = (—1)P1x3x5---x (2p—1)(2n—1)(2n—3) ---(2n—2p+1)

u®=D(0) = 0, u®(0) = (—=1)"((2n — 1))

Utilisons la méthode de variation des constantes. Soit y une solution
posons y(z) = c(z)u(z) ou c(z) est la nouvelle inconnue. ¢(z) est
solution de I’équation

(1 — 22 (z) = Ae(x).
Si ¢ n’est pas la fonction nulle alors

dlz) A

c(x) 1-— a2

9
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Py
Lespresssion de ¢ est : ¢(z) = D(13%)? avec D € R™ En ajoutant

la solution nulle on trouve que I'ensemble des solutions de I’équation
différentielle f(z,y,y’) = Ay est :

A
1 2 n_l
I (1 - 2?5 D eRY)

{y(@) = D(;—

{y(x) = D(1+2)>™ 2(1—2)" ? 2, DR}

Les solutions sont des fonctions polynomes si et seulement si %—i—n—% €
Netn— % — % € N . Donc si on pose A = 2p—1, il existe des solutions
polynomes si et seulement si p € Z et —n+ 1 < p < n. La solution,
valant 1 en 0, est le polynome Py(z) = (1 4+ 2)" (1 — 2)" .
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