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CONCOURS D'ELEVE INGENIEUR DES TRAVAUX STATISTIQUES
VOIE A

AVRIL 2002

CORRIGE DE LA PREMIERE EPREUVE DE MATHEMATIQUES

EXERCICE n° 1

[0 On- obtient f (X)=Inx-1. La dérivée s’annule pour x=e.
La fonction f est strictement décroissante sur ]0,€] et croissante sur [g+o[ , avec
une branche parabolique dans la direction oy.

[l La résolution de I'équation proposée revient a trouver l'intersection
entre le graphe de f et la droite d’équation y=ax+ e D’apres le graphe, il y a

toujours deux solutions.

-l>|m4>

e X2 X2 €
1= j(anx—2x+ 8 dx| — Lnx—-—-x*+ex| =
5 2 4

0

EXERCICE n° 2

+b

O ¢.,(x) —1=cos{x—a7} -

o252 05T )

X—a b-a
<1 et O<

Pour a<x<b,ona: 0< <m,donc ¢,,(x)>1
Pour x=a ou x=b, ¢,,(x)=1

Pour x<aou x>b, ¢, (X) <1? D'autre part, ¢a,b(x)2‘cos‘a;b>1
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[l Soit M=Sup| fi. Cette borne est atteinte en x, et par continuité,
[-mn
il existe un intervalle [a,B] contenu dans [-7,7], tel que pour tout x appartenant &
M . .
[a,,B], on a : |f(x)|>?. On suppose que f(x)>0 sur cet intervalle (sinon on

change f en —f ). Posons a=ag et b=4.

[100(@2, 00y de b-a

Fixons n telque 2n M <b_ a M, de sorte que :

b+n

jf(x)(¢ab(x)) dx</ M<—(b a) et

j F (9 (Pa ()" dx

<n M, avec —n<a-n

a-n
etb+n<n
¢, est continue sur le compact [—n,a—n] D[b+ n,zﬂz K et prend ses valeurs dans
[-11], il existe donc - kO0] tel que pour tout  xOK,
Bop () |[k= [ (R ,,(R" d%z Mz R
K
On peut alors choisir n tel que 271 Mk" <b_ .
Pour toute valeur de n,
b M(b-'&a
If(x)(¢ab(x» gz oy MO Mg,

I mtegrale est non nulle.

0
., (X) =cosx co%a;bj + Silx s(neizbj +1- césa;—b):péx +ge” +.r.

Par conséquent, ¢,,(xX) est wune combinaison linéaire de (e"‘x),

donc jf (X)#.,(X)" dx=0 d’apres I'hypothése et la question 2, ceci implique f =0

-
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EXERCICE n° 3

% n(n+21 L e . .
[1 On montre que Zk:g et on vérifie par récurrence la relation :

4 =n(n+1)(2n+]) :

2
2.k 5

k=1

[J Le minimum est atteint pour la valeur de a qui annule la dérivée.
a est égal alamoyenne des X, (t=12,...n).

[1 On pose f (a,b)= Z(Xt —(at+ B)* . Le minimum est obtenu pour les
t=1

valeurs qui annulent les deux dérivées partielles :

Zt(xt —at—-b =0 et Z(Xt —at—b =0. Il faut alors résoudre le systeme suivant a
t t

deux équations :

ZtXt=a(Zt2)+t{Zt]
thza@t}bn

ou encore | &

> t? Z‘t (aj— tht

>t on |lb) | DX
Soit D=n)_t? —(Zt)ZZ%. On obtient
(n+D> X,
tht_ft Qo tHQ X)) -t X))
a= t n et b: t t t t

D D
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EXERCICE n° 4

Par hypothése : (u,,) - 1}, (U,,,) - |, et (uy,) - I,. La suite extraite
(ug,) = 15 =1, et la suite extraite (uy,,;) — I;=1,. Donc les suites (u,,) et (u,,,)
convergent vers la méme limite, et (u,) est convergente.

PROBLEME

Pour n entier supérieur ou égal a 2, on définit les fonctions f, sur
'ensemble des nombres réels positifs par : f (x)= x" — Ln(1+ X

1 nxX"(x+D)-1
X+1 x+1
z(x) = nX" ™ +nx" —1. En étudiant les variations de z(x), on obtient :

Oetd f (x)=nx""- . La dérivée est du signe de

0 a,l +ow

X
f.) [0y - 1 + 00

Il existe donc un unique a, tel que f (a,)=0

n+l _

0 On a f,(a,)=ap,—Lnl+a,.)=an,-ar; =an,0=a,,)>0 et
f,(a,)=0,donc f (a,) <f,(a,).Comme f_ estbijective, a,<a,,,.

La suite (a,) est croisante, majorée par 1, elle est donc convergente vers une limite
10]0,1]. Cette limite vérifie I'équation 1"=Ln(1+l). Si |#1, alors I" - 0 et
Ln(1+1) # 0. En conclusion | =1

[l Onpose a,=1-u..Ona: al=Ln(l+a,) et Lna! =Ln(Ln1+a.)).
Par allleurs Lna|=nLna, = nL(1- y)=-ny et Ln(Ln(1+a,)) - LnLm2

- Ln(Ln2)

u, est donc équivalent a
n
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CONCOURS D'ELEVE INGENIEUR DES TRAVAUX STATISTIQUES
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CORRIGE DE LA DEUXIEME EPREUVE DE MATHEMATIQUES

EXERCICEN® 1

1)

2)

3)

Le code est composé de 4 chiffres, chacun de ces chiffres pouvant prendre
10 valeurs : il y a 107 = 10000 codes possibles.

Les 4 chiffres d'un code sont distincts 2 a 2 lorsque tous les chiffres qui le
composent sont distincts. Le nombre de codes a 4 chiffres distincts est le

nombre d’arrangements de 4 chiffres parmi 10 : c’est a dire Aj;= 10 X 9 x 8 x
7 = 5040 codes formés de 4 chiffres distincts 2 a 2.

a) On sait que les 4 chiffres du code sont 2, 5, 5, 8. Les codes distincts que
I'on peut composer avec ces chiffres peuvent étre obtenus a partir d’'un arbre.
Ce sont les 12 codes suivants:

2-8-5-5, 2-5-8-5, 2-5-5-8, 5-2-5-8, 5-2-8-5, 5-8-2-5, 5-8-5-2, 5-5-2-8, 5-5-8-2,
8-5-5-2,

8-5-2-5, 8-2-5-5

b) Soit u, le délai d’attente (en minutes) entre le (n-1)-ieme et le n-ieme
essai. On a

u, =1, us=2, u; = 4. Plus généralement, on sait que le temps d’attente
double entre 2 essais successifs, donc u,.; = 2u, . Le délai d’attente u, est
donc une suite géométrique de premier terme u, = 1 et de raison 2. Donc
pour tout entier n= 2on a u, = 2"?

Le temps nécessaire pour tenter n> 2 essais est donc (en minutes)

Ut Us+...+ Up= 1+2+2%+ . + 2" = (2"1)/(2-1) = 2"'-1 minutes.
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c) Application

1- le nombre de codes que le propriétaire peut introduire au maximum
en 24 heures est le plus grand nombre entier n solution de I'équation
2™1< 1440 (puisqu’il y a 60 x 24 = 1440 minutes dans 24 heures) .
Ceci équivaut a :

2 < 1441
(n-1)In(2) < In(1441)

car la fonction logarithme népérien In est strictement croissante sur JO, +ool.
On en déduit :

n=1< (In(1441)/In(2) = 10,54

soit n < 10,54 + 1: le propriétaire peut au maximum introduire 11 codes en
24 heures.

2- Pour introduire 20 codes différents, le voleur va passer 2%° 11=2%1 =
524288-1 c'est a dire 524287/(60x24x365) = 0.9975 année. Il doit donc
passer pratiguement une année pour introduire 20 codes !!!

EXERCICE n° 2

1)

2)

3)

Il suffit de noter que le second membre est la somme des premiers termes
d'une suite géométriqgue de raison z difféerente de 1. On peut également
multiplier les deux membres par z-1 et développer.

Les solutions sont les racines quatriemes de l'unité : 1, i, -1 et —i

Z+i

Introduisons l'inconnue auxiliaire Z = ——. Nous sommes ramenés a
Z—i
résoudre :
Z2+Z2+2+1=0

D'aprés la question 1) , ceci équivaut a résoudre Z* = 1 avec Z différent de 1.
D’aprés la question 2), Z peut prendre les valeurs i, -1 et —i. Les solutions
correspondantes pour z sont 0, 1 et —1. On vérifie que ces solutions sont bien
différentes de i.
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z+i_ (z+i)(Z+i) _ zZz+i(z+2)-1 _ x*+y®—1+2ix
z-i |z—i|2 |z—i|2 x* +(y-1?

4) Ona Z=

a) Z est réel s'il existe et si sa partie imaginaire est nulle donc si les
coordonnées (x, y) de M vérifient :

x=0et X+ (y—l)z;ﬁ Ocestadiresix=0et y#1
C’est donc I'axe des ordonnées privé du point (0, 1)
b) De méme Z est imaginaire pure si
X+ -1=0et X* + (y-1# Ocestadire si X’ +y’=let y# 1
C’est donc le cercle de centre O et de rayon 1 privé du point (0, 1).
C) |[Zl=1si |z+]=|z-let z#icestadiresiy=0
C’est donc |'axe des abscisses.

PROBLEME

Partie A.

1) La fonction f(x) = (x + 1)? ™ est définie, continue et dérivable sur R et pour
tout réel x on a :

f(x)=2(x+1)e™-(x+1)2e™
=(x + 1)(1-x) €™
B est le point de (C) d’abscisse 1, 'ordonnée de B est donc f(1) = 4e™ = 4/e.

L’équation de la tangente a (C) en B est y = f(1)(x-1)+f(1), c'est a dire y = 4/e
(puisque f(1) = 0).

2) Le point A a pour coordonnées (0, f(0)) soit (0, 1) car f(0)=1. L’équation de la
tangente a (C) en A est donnée par y = f(0)x+f(0), soit y = x+1 car f(0)=1.
Cette tangente est paralléle a la droite (A) d’équation y = x car elles ont
méme coefficient directeur. Cette tangente coupe l'axe des abscisses pour
y=0, donc au point de coordonnées (-1, 0).
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3) On peut écrire pour tout réel x :

f(x) = (x + 1)2e™= x2e™+ 2x ™+ €™ et comme quand X — +o, lim x* /& =0

pour a>0,

f(x) tend vers 0 quand X — +w. Donc, I'axe des abscisses est

asymptote a (C) au voisinage de +c. De méme, quand X — -, lim f(x) = +oo.

4) Pour tout x, €™ >0 et la dérivée f'(x) est du signe de (x+1)(1-x), donc on a le
tableau de variation de f suivant :

X -00 -1 1 +00
F(x) .0+ 0 -
f(X) +o00 ! 0 1 4fe ! 0

5) Posons u(x) = (x + 1)?2 et v'(x)= €. Nous avons alors: u'(x) = 2(x + 1) et

v(x)= -e”
Une premiére intégration par parties donne :

| = [— (x +1)2e‘x](_)1 + Zfl(x +1)e *dx

| =-1+2[ (x+De™dx

Posons & nouveau: w(x) = (x + 1) et v/(x)= e”. On obtenons: wi(x) = 1 et

v(x)=-e™. Une nouvelle intégration par parties donne :

| =-1+ 2([— (x+1)e'x](_)1 +f1 e'xdx)
| = -1+ 2(—1+f1 e‘dej

| =-3+2-e[,
| =2e-5
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Partie B

1) Nous avons f(1)= 4/e. Une approximation décimale & 10° prés de f(1) =1.47.

Ona f(g):z—5 e¥?dont une approximation décimale est f(g):1.39.

4

. L 3 3
2) Raisonnons par récurrence surn:onaup = 2 doncl<up < re Supposons

que

l<u, s g Comme la fonction f est strictement décroissante sur [1, +o [ : Oon a

)< fu < (1)

Or f(1)=1.47 et f(g )=1.39 donc 1< f(% ) et f(1)< g On en déduit que

1< flup) sg, cestadire 1 < Upsg < g

3) Pour tout réel x : f(x) = (x + 1)(1-x) e™. Donc pour tout x appartenant a
3

1, —]ona:

1. 2]

x+1 < 5/2 puisque ng et|l-x| =x-1<%

et comme la fonction v(x)=e™ est strictement décroissante sur [1, g], ona:

X

e*< e™. Donc pour tout x appartenant a [1, g] ona:

|F(x)| < 5/4e.

Une approximation décimale a 107 prés de 5/4e est 0.46, donc pour tout x

appartenant a [1, g] ona:|f(x) £ %.
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4) My d'abscisse X, étant le point d'intersection de (C) et de la droite y=x, on a
f(Xo) = Xo.

Nous avons montré que 1 < Up+; < gpour tout entier n et que |f '(x)| < ¥z pour

tout réel x appartenant a [1, g] . Comme X, appartient a cet intervalle, nous

obtenons, en utilisant I'inégalité des accroissements finis :
| f(un)-f(xo)] < 12| un - Xo| pour tour entier naturel n,

En utilisant les résultats précédents : [ Up+1 - Xof < 1/2| u, - Xo| pour tour entier
naturel n. Ainsi, nous avons les inégalités:

/U1 -Xo/S 1/2| Uo-Xol
[ Uz - Xol £1/2| u; - X

[ Us- Xol < 1/2| Uz~ Xol

[ Un- Xol < 1/2| up-1 - Xo|

En multipliant membre a membre ces n inégalités, nous obtenons apres
simplification :

1 n
| up - Xxo| < (Ej | Uo - Xol.

Or up=3/2 et xpappartienta [1, g], donc | up - Xo| £ %. On en déduit que

n+l

n+l
| up - x| < (%} pour tout entier n. Comme Iim(%j = 0 quand n tend vers

+o0o,0na:lim|u, - xp| =0. La limite de la suite (u,) est donc Xj.
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5) fétant décroissante pour x >1, f(u,)-f( Xo) €t un,- Xp sont de signes contraires,
c’est a dire que Up+1- Xp €t Up- Xp Sont de signes contraires.

On peut calculer une valeur approchée de x, a 10* prés en calculant
successivement les termes de la suite up+; = f(u,) pour n=0, 1, 2 etc. et I'on
s’arrétera dés que la k-eme décimale ne varie plus: Ainsi pour k=3, on peut
dresser le tableau suivant :

Un

1.39456
1.42167
1.41516
1.41675
1.41636

oM w N[ (=

Une approximation a 10 prés de x, est 1.416.



www.tousl esconcours.info

Correction de I’épreuve de calcul numérique

CONCOURS 2002
ITS A -2H

Probléeme :

1 Tableau.

1. ny. = 10 représente le nombre de semaines pendant lesquelles le magasin a recu zo = 300
coups de téléphones et n 3 = 18 le nombre de semaines pendant lesquelles le magasin a
fait y3 = 8000 Euros de chiffre d’affaires.

2. n = 2?21 n; = 50. La relation est n = n = E?:l n;= Zle n;..

=110 =3ys =4 ya=5 | ni | mi x| i a} | 2] iy, |

T =2 4 3 2 0 9 | 18 36 42
To =3 2 3 4 1 10| 30 90 96
T3 = 0 4 5 3 12 72 | 432 282
T4 =T 0 5 7 7 191133 | 931 546
n; 6 15 18 11
n;y; 6 45 72 55
n;y: 6 135 288 275
Yi iy nijr; | 14 222 380 350

2 Moyenne, Variance, Covariance.

1. £ = 5.06 et y = 3.56. Le magasin recoit en moyenne 506 appels téléphoniques par
semaine, et fait, en moyenne 7120 Euros de chiffre d’affaires par semaine.

2. V(z) = 4.1764 et V(y) = 1.4064. L’écart-type marginal de = est égal a environ 204 appels
téléphoniques hebdomadaires et celui de y est égal a environ 2372 Euros par semaine.

1



3. Cov(z,y) = 1.3064 _
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4. r = Sov@y) (539,
V(z)\/V(y)

3 Droites d’ajustement.

1. La droite d’ajustement de y en x est la droite D1 d’équation :

y = 0.31282 4 1.977.

La droite d’ajustement de = en y est la droite D2 d’équation :

x = 0.9289y + 1.753 < y = 2,/0.9289 — (1.753/0.9289)

2. Graphique:

Graphe de D1 et D2

11

Exercice 1. : Etant donné que les probabilités de chaque face sont proportionnelles a leur
numéro, on a P(X = j) =k j, Vj=1,...,6, ou k est un nombre réel. Or, comme E?Zl P(X =

2



7) =1, on en déduit la valeur de & _
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S P(X=j)=1ekY j=lek=—

j=1 j=1 21

2. L’espérance de X est donnée par :

6 1 4 9 16 25 36 91
E(X) = PX=j)= — 4+ — 4+ 4 4T
(X) ]Z::IJ ( J) 21+21+21+21+21+21 21

La variance de X est donnée par
6

Var(X) = > 72 P(X =) - (E(X))?
7j=1

1 8§ 27 64 125 216 91

= stortar Tt ot Gy
) 980
441
3. Les valeurs possibles de Y sont 2,.3,..., 12.
P(Y=2) = (P(X=1))*= %
P(Y =3) = 2(P(X =2)P(X =1)) = %
P(Y=4) = 2(P(X =3)P(X =1)) + (P(X = 2))’ = %
P(Y =5) = 2(P(X =3)P(X =2) + P(X =4)P(X =1)) = %
P(Y =6) = 2(P(X =1)P(X =5)+P(X =4)P(X = 2)) + (P(X = 3))’ = %
P(Y=7) = 2(P(X =1)P(X =6) +P(X =2)P(X =5) + P(X = 3)P(X =4)) = %
P(Y=8) = 2(P(X=3)P(X =5)+P(X =2)P(X =6)) + (P(X =4))” = %
P(Y =9) = 2(P(X =3)P(X =6)) + P(X =4)P(X =5) = %
P(Y =10) = 2(P(X =4)P(X =6)) + (P(X =5))* = %
P(Y =11) = 2(P(X =5)P(X =6)) = 2
P(Y=12) = (P(X =6))*= %
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— )| L | 4 |10 | 2 |3 | 56 | 70 | 76 | 73 | 60 | 36

P(Y - ]) 212 212 212 212 212 212 212 212 212 212 212

Exercice 2. :

1. Graphe de la fonction f.

12t -

1 - -

0.8t i

0.6 -

0.4t -

02t -

oA g ! f ! f ! " " |

-1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

Figure 1: Graphe de la fonction f(z).
2. On a f(xg) =0 et limy_,4,, v24, f(r) = 0. La fonction f est continue en .

On a f(z1) =0 et limgy 4, <4, f(x) = 1. La fonction f n’est pas continue en z;
On a f(z2) =0 et limy_yy, 4<q, f(z) = 1. La fonction f n’est pas continue en z,
On a f(z3) =0 et limy 4y 4z f(x) = 1. La fonction f n’est pas continue en z3





