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: PARTIE |

On désigne pat J le nombre complexe e*™  On considére le systéeme (F)
x+y+tz=a '

4 fd Pamb
x+ jfly+jz=c

Ou a, b, ¢ désignent trois nombre complexes donnés

1. Le nombre complexe jvérifie

a) =1

by j°=1=0

& 1+ 7+ =0

d1-j-j=0
ko)

2. les nombres x, y el z vérifient le systéme (E) sont tels que
a) 3y+(x+y}(1+j+j2):a+bj2+cj

b) 3y+(x+y)(1+j+ /") =a+brc

) 3y+(x-+-y)(1+j+j2) =a+bj+cf’

d) 3x+(y +z)(1_+_j+j2) =a+bj*+¢j

" 3. Lesystéme (£)
a) n‘admet pas de solution
b) admet au moins deux solutions

¢) admet une solution uniquex:(a+b+c)/3, P (a'+ bj* +qj)/3 , Z:_;(a,|, bj+cj2)/3
d) admet une solution uniquexz(a+b+,c)/3, y=(a+bj+cj2)/3, Zx(_cH—a’Jj2 +cj)/3

4. TUne condition nécessaite et suffisante pour que X, y, z vérifiant le systéme (E ) soient des
nombres réels est
a) a, b, ¢ réels
b)a, b, ¢ complexes non reels
c)a réclet b=c=0

ol < . Fir} . . -
d) aréel, b et ¢ complexes conjugués car J~ et (__ j)soﬂt complexes conjugués

PARTIEIl ot

1 étant un entier et @ un nombre réel non nul on pose

o b
Hhs J-e‘”‘ cos(nx) dx et _ v, = J-e“"‘ sin (nx) dx A
0 0
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5. u, vérifie pour tout n enter naturel
a) u, = (1/ &n [e’” sin (m)}j) pour 71 entier strictement positif et u, = (™ — f) /a
) 1, = (1) [ (cos () ~ ()i (cx)) | + (/)
), =(1/(n* +c7))[e (@cos(nx) + nsin(ax))]
D= (")) (1) e )

T
0

6. v, satisfait, pout tout 7 entier naturel non nul
a) ¥, = (l/arn)[-e“” cos (nx)]: :
b) v, = (l/a:)[e‘” (sin(nx) - (n/a)cos(nx))] ~ (nz/crz)h"

) v, = (1/(:12 - az))[e‘” (n cos(nx) - asin (nx)):l:
d) v, = (1/(;72 o az))((ﬁl)”ﬂ ne™ o +n)

7. La valeur absolue de u, est, pout tout 7 entier naturel, majorée par

a) 'la'l/(nz + az)
0 el +e) o

Bt celle de Vv, est majotée par

o) n(] —e‘”’)/(mz 4 (}.’2)
d) (l +e’”)/(na)

8. la suite (vz,r ) » k entier strictement positif, est équivalente 2 la suite

a) (1-e™) /(2k)
b)(1+e™)/k
c) 1/(2k)

d) I/k

de terme général

9

) les suites (un) et .(vn) ne peuvent étre convergentes car elles ne sont pas de signe constant
) les suites (u"‘) et (V”) convergent car toute suite majorée est convergente

) la suite (”n) convetge vers

} la suite (uu) diverge car la suite de terme général cosnx n’admet pas de limite
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10. Dans les assertions suivantes, lesquelles sont vraies

2) VOeR, cosS50=16cos’ O+ 5cosf
b) VO eR, cos50 =16cos’ 0 — 20cos’ 6 +5cos@

i \/5+f

d)cos——=
10 8

d) co biz 2;\[—5: car COS—ESCOSE-
10 8 10 3

11. Soit le plan rapporté a un repere orthonormé direct(O, i j) . On considére alots les

points f(l,Z) . M(2,3) etM'(\/g,?)'% \[5) .

I.a similitude de centre [ qui transforme M en M’ estalors:
a) de rapport 2

T
b dangle —
) dangle

c) de rapport

r2 | —

T
d) d’angle —
) d'ang 3

. : n _ )
12. Soit n € N . On cherche 4 tésoudre. Z[]J cos (Zkﬁ) =0 on @ estune inconnue réelle.

k=1

n 7.’1.
a) 5t @ est solution alors ZL‘J sin® (k@) ="

k=1

b) z( Jcoq(ZkQ ﬁ(,os.(ng)(cosg)

c) L’ensemble des solutions est {£+ ﬁ, ke Z} U {%4_ km, ke Z}
‘ n o n

d) [I n’y a pas de solution a cette équation

13. Soit une fonction réelle f de la variable ¢ définie par:
2
. N >0 ) =10l )+ —
| T
En utilisant f/ on peut montrer que
' 1
vneN', Aa, f(a,)=—.
n
-

. . 2 . 1 ; '
a) (fln) \+ €stune suite croissante car [ est décroissante et [* -est déctroissante
: n

neN”

3 ] #
by (a, )new‘ converge vers 0 puisque [ est continue en 0

: s i +
c) ( )”e .+ converge vers () puisque (a, )H e ©st une suite décroissante et Vi € N,a,z0
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14. On cherche 4 comparer ¢” avec son développement limité

nﬂ xk xn+l 2nil x.k
a) 30@]0, 1[, VneN,e'=) —+ e’ b) VxeR, VneN, ¢ 2 ) 2=
k! (n —I—l)! o Kl
n .(' 2n k

c) VxelR, VHEN e’ > d) VxeR% VheN, e >
) ;k? ) Zﬂ:’c'

15. Soient g et & deux fonctions réelles A valeurs stricternent positives de la variable réelles x et

a €k telles que a (l.) ~b (x)

a) Il existe une fonction & définie sur un voisinage de @ avec lim {,‘(x) 0 et

X—rw

n(a (A)) =In(b(x))+1n(1+£(x)) ;
b) In(a ) ( _l))

ln(l 4+ —+sin J,j In(],+x) car 1+£+sin2x ~ 1+x
2 0 .

d) In ([Smx’) ~In (lxl) car |Sin x|~|x| et que ‘JL| # 1 sur un voisinage de 0.
a a g

16. Quelques limites en utilisant des équivalents

Incosax o
a) Pour f# 0et & réels lim———— =—
=0lncosfix S

| a :
b) Pour f#0et aréels e ol O T ;

~0lncos fx  B°

B tan(3x)
c) lin?}(tan%] =e”

X-p—
6

. 3 tan{3x)
d) lim ( tan ?xj =e

T
xr=\
6

x-1
17. Soit la fonction réelle f de variable réelle x définie par: Vx #0; f (x) =e* ef f (0) =0

a) f est continue sur R, dérivable sur R”, non dérivable en 0

7 i x-1
by VxeR', f(x)= xe"
c) Sm:[l, + QO[ , J ne posséde quun extremum en 2, puisque f” (x) =0=>x=2

d f (x) =x admet deux et seulement deux solutions sur R car la droite d’équation y = x est tangente =

a la coutbe représentative de f.
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18. Soit la foncton réelle / de la variable réelle x définie par : f(x) =e*, /x(ag-{‘ 2)

a) Au voisinage de +® et —o0 ona 1/:C_.(Jc-i-z) = x[] +l— 212 +0(—12-)]

x 2%
b) En+o0, ]a courbe Iepréscntaﬁve de f admet la droite d’équation y =x+2 comme asymptote

¢) Bn—00, la courbe représentative de f admet la droite d’équation y = x +2 comme asymptote

d) En—oo, la courbe représentative de f admet la droite d’équation y = x-+2 comme asymptote et la
coutbe est au-dessus de son asymptote.

19. On considére P un polynéme non nul tel que P(XZ) - P (X -+ 1)P(X) = 0

5 e . * - i
a) Si a estune tacinede P, Vne N, a’ est encote une racine de P

g 4 2 :
b) Si @ est une racine de P, Vne N, a™ est encore une racine de P

) Si a estune racine de P, il existe p tel que a =a”

d) Les racines de” P sont des tacines de I'unité

20. Soit P = iak:Xk avec Vk e [O,n],ak el

k=0

a) Si ( p,q) € Z.x %' premiers entre eux et tels que P st racine de P , p divise a, et q divise @,

q

b) $i 2X° — X? —13X +5 admet une racine rationnelle, C’est nécessairement 1, 5 — ou

1
5.7

M|

.G 2X*" 4+ X? +5X +5 admet une racine rationnelle
. n-l )
S P=X"+ ZakJYk avec Vk e [1,71 - 1] » @, € Z alors P posseéde une tacine rationnelle, elle sera
k=0

entiere.

21. Sic > 0, on cherche a résoudre 'équation aux dérivées partielles (E Y.

LB B
ox’ 8y2

b . 2 . - i R .
=0 ou f estune fonction de R” 2 valeurs téelles admettant des dérivées partielles

secondes. On posera 1 x, =Xx-+cy et V{Xx, =x—cy. On notera
I y Y ¥ 34

g(x(u,v)) = f(x (u,v),y'(u,v))

a}gg:g]:-f-cgfu
du  ox - Oy
W 1Y 1
8. 2.0% ' 2 Oy
1 & o’
<) ,ag == Cz—‘émc J:
oudv  4c ox® oy

d) (x,y) > e*ch (cy) +2 estune solution de (E)

Page 5 sur 8




www.touslesconcours.info

22. 511 A est une matrice carrée a coefficients réels on définira i’cxponemiellc de la mattice A comme

- " Ak »
étant exp (A) =lim Z? si cette limite a un sens. :
k=0 C

X—r0

i 2 0)) e 0
Y exp (o 4} “lo e“J
b) exp[[i 2}] n’est pas définie car 2> 1
3 -1 e e
o5 ) )
2 3 -1 ch(l) —sh(1)
y XP[LI 3]] [—shm ch(l)]

23. On considere le lieu des points d’affixe z tels quez, z° et z° soient les affixes de trois points
alignés. On note H cet ensemble de points et /_ 'ensemble de leuts affixes.

a) zeH, < zeil on 22 +2°+ 2 est imaginaire pur

b) Im(2’+2* +2z)=3(Re(2))" ~(Im(2)) +2Re(z) +1

¢) H estune hyperbole équilatére centrée en [—%,0] de grand axe paralléle a Paxe des

PRI Ry 2
imaginaires, de demi grand axe \/;

, ; 1 g sy
d) H contient une hyperbole centrée en (5,0 de grand axe paralléle 4 Paxe des imaginaires,
i 2 : ;
de demi axe 5 et dont les asymptotes ont comme coefficients directeuts \/§ et —\/3—

24. Racines multiples

" k )
2) VneN\{0,1,2}, P, (X)= —% posséde au moins une racine multiple car P, = P, |
ko K!
. i YT : : =l P
b) VneN, P (X)= Z est unique polynome vérifiant 2, — P/ =
' i k! n!

o) VneN | nX™? - (n+ 2) X™ +(n+ 2) X" —n admet 1 comme racine dcuble

d) S1 m est divisible parn, alorsVa e C, X" —a" est divisible par X" —a”"

25. L’espace £ est rapporté a un repére orthonormé| O, i, 7,k }. I’espace associé 2 E est rappotté 4 la
I PP !

base(i,jj,k).
x =144

Soit D la droite de £ dont la représentation paramétrique est donnée par ¥y =1-2¢

! z=14+1
a) Les coordonnées du point symétrique de M (a,b,c) par rapport a [} sont

. a=2b+c a—-2b+c a—-2b+c
1+ L e 5 2 :
' 6 3 6
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b)  Les coordo:imées du point symétrique de M (a, b, c) pat mapport a [) sont
*
(6f2a_2b+c 6—2a+b-2c 6—2a—2b+c]
3 ) 5 - 6

¢) la droite symétrique par rapport a D de Paxe (Z'OZ) a pour représentation
x=2+1

paramétrique : § ¥ =2—21

z=2~1
d) La droite symétrique par rapport 2 D de 'axe (z'Oz) a pour équations cartésiennes :
6—2x—y=0
U

26. Soit n € N, la formule de Taylor avec reste intégral permet d’écrire :

1) Pour une fonction h n fois dérivable sur un scgment[a, b] !

)= So-ap L e A e

b) Pour une fonctionh, n fois dérivable sur un scgment [a, b] . dont la dérivée niéme est

continue sut [a, b]

ma:i@-*h(@ j (”)&

k=0

c) Pour une fonctionh, n fois dérivable sur un sc:gmcnt [a, b] ,

w)=3 0o D Ty

d) Pour une fonctionk, n fois dérivable sur un segment [a, b] , dont la dérivée nieme est
continye sut [a, b]

n-1

Mm=2@_*h(ﬂ ﬁbm A (1)

27. Soit n € N. Le théoretne de la moyenne appliqué au reste intégral de la question précédente
petmet d’écrire :

a) Pour une fonction/, n fots dérvable sut un segment]a, b], Ace ]a b[

h(b) ”zi b— B (ﬂ‘) (b a)" !h(" ()

= k! (n 1)'

b) Pour une fonction s, n fois dérivable sur un segment [a, b] , dont la dérivée niéme est

continue sut [a, b], dce ]q, b[

W)= i(b ¢ h® (a) (i’ “))_] A (c)

c) Pour une fonction/z, n fois dérivable sut un scginent[a, b] , dce ]a, b[

Page 7 sur 8




| Www.touslesconcours.info

h(b):n—] P a)k A (a) (b ?,a) h(”’(c) h

d) Pour une fonction &1, n fois dérivable sur un segment[a, b] . dont la dérivée nieme est

continue sutr [a b] Ei'ce]a b[

h)= 5oy 2000, (=) o

28. On peut déduire de la question précédente

n—1 k 71

1) dceR, VX R, ¥ = 3(;;+X| e
k=0 i H!
n-~1 k n

by VXeR, JceR, e =32 12 _4°

o VXeR, e :Iimz
X—»c0 ar !

' n Xft
& e = li,mZ—kT mais seulement si {Xlé 1

T
29. On considére la fonction réelle £ de la variable réelle x définie par: f (x) = _[‘X 31 g
ou [l‘ ] désigne la partie enti¢re du réels.
a) f st définie sur R car x = 37 admet une lirmite 2 droite et a gauche en tout point.
1-3™
2

¢) Pour montrer que f admet une limite en +o0, il est suffisant de montrer que (f (!’l))

b)VaeN, f(n)=3

nelM
converge.

d) [ est croissante sur K" et majorée par - Donc elle admet une limite finie qui est la méme

eln3

que la limite de (f (H))

nel

.
2

30. On cherche a determiner les functions g de la classe C' sur R*™ et vérifiant :

() w0, ¢ ()= ")
%
a) Si g vérifie (P), alors g estde classe C? sur R et x’g" =g
b) Comme x>0, on peut poser x = ¢’ et si h(){) = g(x(t)) alors A" —h'+h=0
c) Les fonctons g: x> \/;[A cos(\/gln x) + Bsin(\/gln_x)] ou (A,B) e R?, vérifient (]’)

d) Comme I'équation différentielle (P ) est du second ordre et homogeéne, 'ensemble des solutions

forme un espace vectoriel de 2.
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