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CORRECTIONS MATHEMATIQUES 201 1/201

EXERCICE1 : PROBABILITE B
1) Déterminons la lof de probabilite du couple (X, V) %

L'ensemble des valeurs est { (, /))ENxN1 <i <net 1 <j
&

P(X=k,Y= JJ-E{;}— _ Q’\;B

2) Déterminons la loi de Yet caleulons s spe’mnce

L'ensemble des valeiirs 3%4
PCY=j)=ERs;p(X =k, ¥ ey e

e

E(Y)=E}..j 71 Ek:j =

vai aléatoires X et ¥ sont indépendantes ssi
/P p(Y=f) pour tout (i)

=k}Lfp(X = kY = i)=x s

“‘]kn

POX=ny=n)=z p(Y=n)elyp 2L
Donc |:l(>(=n).1'.v(‘f=n)=“l3=!ni2 par suite X et ¥ sont dépendantes

2) caleulons p(X=y)
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X=Y est I'événement tiré la boite numéro k et dans cette boite on tire la bouls

numero k
Ainsi p(X:y)=p(x=k,y=k)=ﬁ

EXERCICE2 : ALGEBRE

#
E=espace vectoriel de dimension n, U=zendomorphisme non nuldg%iique

UoU=0 :r=rang(U) P=dimension de@

I-a)montrons que Im(U)C Ker(U) Soit bETm(L) ’@ a€E tel que
e,

b=U(a), “‘\

syl
ek,
Y
Mantrons que U(b)=0. %

Ona U(b)=U(Uta)}=UoU(a)=0 donc bf%%h}; suite Im(U) Ker(U)
b) Déduisons que r sn/2 et P2 /ﬁ%
ona E=Ker(UprIm(U)d Q@pﬁh

Im(U) € Ker(U) imp[iq‘u’e <p.donc rep et nzr+p

3

li ‘Pt c.-@-d. ns2p par suite pan/?

2 suppose gue n=2

a) Montrons gue Im(U)=Ker(U)

Dans la question 1-a) on a montré que Im(U)C Ker(U).ona

dimE:dim(Ker(U)hdim(Im(U)) c-d-d 2=p+r or U est non identiquement nul :

Document élabore Par - NDIOV Rostand Marfo, TSAGUE Michel” DEFORRONGD Joseph ]!
Ingénieurs & la Faculté de Génie Industriel — Master I1)-77 20 95 04 Page 144



pﬁ(m-wyw-érmu’éyi&a’ o e e - 'oia

donc r20 et r<2/2-1

donc r=1 par suite p=1 Im(U)C Ker(U) efdim(Ker(U)):dim(Im(U)).D'ou.
Im(U)=Ker(U)

i- Soit iETm(U)et izo,U(j)=i Montrons que (i,j) est une base de E
comme nous sommes en dimension 2 et on a une famille 2 vecteurs.il & fflf de
montrer que (ij) est libre ;c-a-d ai+bj=o implique a=b=0 Q
onaai+bj=0 implique a U(i)+bU(j)=0, \
or i€Im(U) implique %

il existe xEE tel que i=U(x) —U(i )-U(U(x))-Uo@} ﬁv g

Donc bU(j}=0 —biz0—b=0 car izo

oR'a,r<§/Z avec r entier naturel non nul ,car U non identiquement nul,

cr=1 dim(Ker(U))=n-r=3-1=2

b) Soit kEKer(U) et i=U(k) Montrons quil existe j€ker(U) non colindaire & f

on a izU(k}—U(i)=U(U(k))=UaU(k)=0 donc i€Ker(U) ;comme dim(Ker(U))=2 alors

on peut toujours Montrons que (i,j k) est une base de E
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Comme nous sommes en dimension 3 et on a une famille de 3 vecteurs, il suff

montrer que cette famille est libre. C-4-d ai+hj+ck=0 => azbzc=0

On a ai+bj+ck=0 =» aU(i+bU(j+cU(k)=0 =5 ci=o car ij€Ker(U) et U(k)=I par

suite ¢=0 car izo

Donc ai+bj=0 par suite a=b=0 car I n'est pas colinéaire & j do a=b=¢

.d'odi (i, ].k) est une base de E. \
Déterminons la matrice de u dans cette base A\SQ
On a U(i)=U(j)=0 et U(k)=i donc ME 0 G 0 @

00 o
g‘!eéef'

EXERCICE3 : ANALYSE

a gz
0=( &, Y)ERxR/ x| > |y] JE= f Q*RG%\;E‘* o =Jﬂ%§§}

'oxz  ay?

& que cest un ouvert de R?

Ona g(a (x;;y,) + B(% 3

$S1=¢(Q)zim :@‘Q’f‘? 5> NEL(x,y) = (x¥' ) o, y) = (x';y' Jox=x"
& YEXERLIIEAB I Pyl lx’ +y'blx’ — ¥ x4 yyB(x! - 2 =Xy 30X

me signe done (2'=]—co; 0] x]—oo; O[ V]0; +o0[x]0; +c0[ et (¥ est
& R? car (Q'est une réunion douverts de R?
€
Montrons que ¢ est un difféomorphisme de classe C? de (7 sur (7'

Il suffit de montrer que g est de classe 2 ;¢ est bijective de  sur

Z2-a) Déterminons (7= qo('

xl;y1)+ Bo(xz:y,) donc ¢ est linéaire :ainsi

1297 est de classe €2 sur (7'

i) ¢ est de classe C2 sur ) car ses composantes sont des polyndmes
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il suffit

=T par

a=b=c=(

igds e Eo d entrdson Froisidme anndo do la Feaculli-do Garndo-Trvclusirini

-?’-yc(v

a0ty

ii)par définition ¢ :Q sur Q'est surjective car 2=9(£2) :p(x,y)=(0,0)
=x+y=0 et x-y=0 =x=y=0 donc ¢ est injective
Par suite ¢ réalise une bijection de  sur ('

iie(xy)=(a ;b)=x+y=2a et x-y=2b mx=a+b et y=a-b donc ¢~ (x,y)=¢(x,y)=(x+y x-

y): @7 est de classe C? sur (' car ses composantes sont des pol Gihes 20),00) et
iii)=p est un dif féomorphisme de classe € de () et B(x,y)=(x+§

3) g=fod est de classe C2sur (2’ car § est de classg,‘t“'@s% est de
classe €% sur Q=¢(02") ; \

%

Ona glxy)= fop (&y)__f(ﬂy’%y)'.ag;:yl__ﬂf(ﬂ sX—3) Af(x+yx-y)

dy
92y 2feyx-y) 2p(x+yix—y) '.azf(x+y:x—y€?;b? -0 Praryay)
S Joy?

dxay ax? dxay ~ ayad dx?

92 xayix—y) = 1 -1 &

ay? V{x+y)2—(x—y)?

e )= k
4) Alu , v)=uv s
02y 2 n,f_ azk(u:v)_ 1 - T |
N e S v owdv 2w e
5) s emble des solutions de (1)

dudv  4fuv

%ﬁ‘ﬁ jonall L ppdhe i +FlulEy)
aver F et & de classe C* sur 2 or g=fop =gop=fopoy =F=gop donc
Alu)2gon(u.v)eg5>3%):2 | () (A2 AP o622

Donc f(u,v)=\/(u? - v2)+F(u—+v)+G(u—;3) avec F et G de classe €2 sur )

2
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D2=51U52 (7 est ouvert car Sl et 52 sont des ouverts de R?

1 n'est pas convexe car A BE(] mais le segment [A ;B] n'est pas entigrement

contenu dans (2 (FIGURE)

SRR Eii ety e

RIS,

EXERCICE4 : ANALYSE

JtX+(1-1)Y)= %HA(:X + (1= 1Y) = bI?= 1 [leAX + (1 - 0)AY — tb - (1 - £)h|

car b=tb+(1-t)b
J(tX+(1-t)Y)= %IIt(AX —b)+ (1 - 0)(AY — b)(ll’% (elAX — bl + (1 = e){|AY - b|])?

T(X(I-4Y)EIAX - bl[2+24(1-1) 14X = bIIAY — bll+(1 — )2 l4Y —bII%)
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Posons

g(t)z FTOOH(1-1)T(Y) -5(E2IIAX = bIP+21(1-1) Il AX = bIlIIAY = bil+(1 - ?llAY ~
bl?)

g est continue et plusieurs fois dérivable sur [0;1]

g(1)= J(X)-J(Y) -S2ellAX — bl*+2(1-21) [ AX = bl llaY - bl| - 2(1 ﬂ%;, bll?)
g“(1) -H2NAX — blI2- 414X~ bIlIAY ~ bl + 20lAY - bI) \Q

=-(|lAX = b|l — |AY — bI[)?<0 donc g'est a’ecraﬁ%

1] tel que g'(a)=0.

(0)— (lax = bl = lAY = bI})220 g'(1)=-(J(X)+ &\S&T bl l4Y = bi[)<0 comme
g'(0)g'(1)0 g’ continue sur [0;1] alors il existe j

pour 1€]0;a| g'(t)»0 donc g est crcns ]0 af et pour t€]a; 1[ g'(1)<0 donc
g est décroissante sur Ja; 1]

ona g(0)=0 et g(l) 0d 4\?:;)0 1] g(1)20 d'ot J(tx+(1-1)y)t T (x)+(1-1)T(y
Pour tout t€0;1] parsyite J convexe

2) Montrog #oye le paint stationnaire de J est solution de Iéquation AXzb
Ona : Il % [lAX — bl , notons par (,) le produit scalaire associé a |, ||
&’ER” G RVxRY—R W:]0; +eof{—R
—(AX-b,AX-b) (XY)—{XY) 1—JT  ona {|4X — bll=WoGoF(x)
F est différentiable en x et F/(X)h=(Ah,Ah);

G est différentiable en (AX-b,AX-b) et
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G'(AX-b,AX-b)(Ah,Ah)=2 (AX — b, Ah) ;
W est differentiable en (AX — b, AX ~ b) et

W'((AX — b, AX —b))(2 (AX — b, Ah)):‘—'f%}"ﬁ%

(AX=b.AR)
llax-bli

f;[le = bllh =W'{GoF(x)).(GoF) (X)h= par suite J'(X)h=(AX — b, Ah)

J{(x)h=0 pour tout héRY —AX-b=0 donc AX=b Q

3) Montrons gue le point stationnaire de J est un minfmu

Soit X le point stationnaire de J alors AX=b od-d%
3 ,

, .
suite J(X)=0 or J est positive ;donc le point sTc}LLon{paf'rye J est un minimum
N
4)soit X°ERM montrons que pour tout h R a thg}.()(“),

on peut trouver X=X — ph tel que 2 (x°)
p q

Si J'(x9)=0, prendre ;ﬁ\%
A&n de descente en X°, c-d-d qu'il existe a0 tel

Sinon w=- J'(X°) est

que J(X° + pwles J( X™

pour tout A0l ¢za-d J(X° — ph)s J(X°) pour tout p€]0;al

Jé % et non constante, il existe p,€]0; af tel que J(X° — p,h)« J(X°)
% X"} J(X™1) donc la suite numérique J( X™) est décroissante
Aifisi J( X") J(X") = llAX™ — bl|<[|l4X° — b|| —lAX™[| — ||b||<[|AX® — ]| —

lAX™ I<]lAX® = bl + [[B]l —[AX™ [[c+eo—+||X™ ||« +o0 par suite la suite X" est bornée
Comme la suite numérique J( X™) est décroissante et minorée(J est minorée)

alors la suite J( X™) converge donc il existe une sous-suite X™ de X™ qui
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converge supposons que X" converge vers'y

Montrons que toutes les sous-suites de X" convergent vers y. par labsurde
supposons qu'il existe une sous-suite X"V de X" qui ne converge pas vers y, alors

il existe £, 20 tel que pour tout p il existe Nyop et X" — yl| 2

De méme il existe une sous suite X™P/ de X" qui converge versy ,alo:;\s pour

£=¢, pour tout j il existe Ny tel que Ny, 2j et X" — y||>&0 or ence de

implique [|X"? — y||< &, en choisissant un j

Onal|x™ — ylppe, et X" —yll<e; cequiéstBbsurde .
e

;.,
Donc toutes les sous-suites de X" con@:@y et par suite

X" converge vers Y. C}
&
8) Caractérisons cette limj 4\‘?}
A =,

Ona J(X" )«J’(X“‘Jﬁ%’ done J(v)s J{ X") donc y est le point

tel

stationnaire des], AyF

TANALYSE
Xpit X=0.234234234234234.234

Cofnparons X et 100X iona

il '\ (100X=234.234234234234..234=234+0.234234234..234=234+X

) Donc|tD0X=234+X

Ecrivons X sous forme dune fraction rationnefle
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f : On a: 100X=234+X—99X=234 —X= %.,,
Ly

8) Montrons que [ensemble A:{’;—:ll-’ avec n entier naturel non nul} est bo
On a n-1<n+1 donc =21 et 2250 d'ols A est borné et i
n+i n+1

nfA=minA=0 ;

supA=1

S
*‘65

\g@
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