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CORRECTION DE MATHEMATIQUES BACCF ET BT (GCE AL) 2012

Exercice 1
Soit la suite (u,,) définie par u, donné et pour tout entier naturel n par : Upy; = 3 Un + 4. On pose

v, = U, — 6 pour tout entier n€ N.
1. Montrons que la suite (17,) est une suite géométrique.

1
Oniasn = un+1—6=§un—2
1
_g(un_ﬁ)

Uy avec vo=Ug — 6

W=

On conclut done que (17,,) est une suite géométrique de raison g = 1/3 et de premier terme
Vo=Ug— 6
2. Calculons v, en fonction de n.
(v,,) étant géométrique donc v, = q"v,
it
v = (o= 6)
q< 11img_ 4 v, = 0 par conséquent la suite (v,) est convergente.
3. Déterminons la limite de la suite (u,). :
U, =¥, +6 et limy, sy oo Uy = limy, 4 0o (¥, +6) = 6 car  limy, 400 v, =0
4. Calculons lasomme S,, = vy + vy + --- + v, en fonction de n.
(v,) étant une suite géométrique, par définition on a :
1—qg™tt
Sp=vg—————
2 g —
3 % il
Snig 5 (U0 6) (- (§)"“)
5. Déduisons la somme Y, = utg + 1y o +al, en fonction de n.
Sn=Vg+6+v+ 6+ 4 v, F6=5,+6(n+1)

D 3SR i
M= -6)a- (M) +6m+1)
Exercice 2
1. Résolvons dans € I'équationz® + 2z + 10 = 0.

5 Be 1 ' A=4—4x10=36i%

s it
z = 2 = [

~2 + 6i ;
Zy; = D) =—1+ 3i

éterminons les nombres complexes c et d
: —2c+d=1+13i @)
{—c+d=4+8i 2)
(1)~ @)= c=5—3i etdoncd=7+3i
c=5—-3ietd=7+3i

a. Plagons les points A, B, C et D sur la figure
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b. Démontrons que le triangle BAD est rectangle en A.

Zp—Z4

Posons Z; = ——=

T Zp—Zp
7+3i+1—31 4, s T
Zy=————=—i;0naarg(Z,)=-
L g 31+1 3 3eP 8Z1) 2

Or mes (AB AD) arg(Z,) == par conséquent le triangi_é}IBAD est rectangle en A

¢. Démontrons que le triarifgle BCD est rectangle en C.

Posons Zg = apres ca!cui onaZ, = —2i et donc arg(Z,) =

—7n
z -Z¢ >
Or mes __(_CB ; GD) = arp(Zo)— ; par conséquent le triangle BCD est rectangle en C.
d. Déﬁuisons que les quatfé points sont sur un méme cercle.

B | Zp-Z
Cak:ulons W= ~9-——-5 e
s Zne7,

D’apré’s- b)etc)ona: W :—3
‘W est non nul par conséquent les points A, B, C, D sont cocycliques. Les deux
triangles ont la le segment BD en commun d’ou le diametre de ce cercle et donc le

entre () est le milieu de ce segment.

n=2E=3 et r=0B=V16+9=5

Tragons le cercle sur la figure (voir figure ci-haut)

Exercice 3
Soit I’équation (E) : 4y" + w2y =0
1. Résolvons I’équation (E) :
équation caractéristique 4r’+m? = 0
r?= b CiP=sn= —2i ot r;=oi
T S A2
La solution est donc sous la forme y(x) = Amsgx + B sin%x , A et B sont des réels.
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2. Déterminons la solution g passant par le point N et admettant en ce point une tangente
parallele a I"axe des abscisses.

y(l/z) = ‘/?2 et y'(1/2): 0 d’ou le systeme suivant :

= B§7=°={_A+B=o
ok L L A+B=1
A—+B—=—
2 2 2
A=B=1/2

o) e 2ol
Dot g(x) S Cos—x +-sin—x
3. Vérifions que pour tout x, g(x) %icos(gx = E)
Multiplions et divisons I’expression de g(x) obtenue en 2) par V2

g2(x) ———cos i

~ |

T AE e B T T i
lsinZ x— 2(-:os:cos—x+sm-sm~x) car sinZ = cos, =

D’aprés les formules trigonométriques, g(x) =—= Cos( 7= —-) ‘/—_cos(gx = %) 5

4. Calculons la valeur moyenne de g sur I’ mtervalle[(}, ill]e
_ L e
G=—[, 9(x)dx = f, = cos{—x—)dx
R e
Bl e
G=2/g

Probléeme
Partie I
Soi la fonction polynome P définie par: P(x) = 3x°-x-2
a) Vérifions que P(1) = 0: :
P(1)=3 x1—1=~ P = 0 1elation. vérlfée
b) Déterminons les reels a; b, etc tels que, pour tout réel x : P(x) = (x — 1) (ax2 + bx + ¢)
1 étant racine de P, fa,zSOns la division euclidienne de P (x) par x — 1
3x3—x-2
ge=2h
Déterminons le :"gne de P(x) suivant les valeurs de x.
'(x) (x — D xk + 3x+2) ona 3x+3x+2 > 0 car les coefficients des monomes
‘:sont posmfs Par conséquent le signe de P(x) est celui de (x-1) donc
_ Sur ]foo 1[ P(x) est négatif
e Sur ]1; +oo[ P(x) est positif

3x2+3x+2 Parldentlfcatlon{ma al=i3"hi=letci—17"

Partie II  Considérons la fonction g définie sur ]0; +oo[ par : g(x) = x’-x+1-2Inx ol In désigne le

logarithme népérien.

P(x)
x

a) Montrer que g (x) =
gx)=3x2—1 __=Lxx_2
g (x) % relation vérifiée.

b) Etudions le sens de variation de g.
Le signe de la dérivée est celui de P(x) donc :

e vx €]0;1[ g (x)< 0; donc, g est décroissante sur ]0; 1[ ;
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o Wx € |1; +oo| g(x)> 0:donc, ¢ est croissante sur |1; +oof :
¢) Déduisons de la question précédente le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
lim,_g g(x) = +oo et lim,_, . g(x) = +0o de plus g(1) = 1 donc g(x) est positive.

Partie 111  Considérons la fonction f définie sur |0; +oo[ par : f(x) = \+H—x+hu

a) Déterminons lim f(x) quand x tend vers 0.

Ona: lim f(x) = ]im (x +1 +i(x+ !nx)) — —co

b) Montrons que = = tend vers 0 quand x tend vers+oo.

x+Inx lnx Inx : it
= (1+—)ona llm — — et lim - =0
X x X—+coX
 x+ Inx
donc lim ——— =

x>t X2
Déduisons la limite de f(x) quand x tend vers +oo
. R )
LT e e
¢) Justifions que les droites (D) et (A) d’équations respectives x= 0 et y = x+1 sont
asymptotes a la courbe (C).
f admet une limite infinie a droite en 0 donc la droite (D) d’équation x= 0 est
asymptote verticale a la courbe.

lim (f(x) = (x+ 1)) = lim

(A) d*équations y = x+1 est asymptote oblique a la courbe.

x+inx

= 0 d’aprés e) on conclut donc que la droite

a) Montrons que la fonction h telle que : h(x) = x+Inx est strictement croissante sur
]0; +oo[et que cette fonction prend des valeurs négatives et positives.
Etude aux bornes du domaine de définition :

]Cll)rg+h(x) = xlirggr(x + Inx) = —0 et xl_{r)(r)mh(x) = xl—',Too(x + lnx) = +oo0
Branche infinie: on a lim 22 = lim (1 +ln_x) =1 et lim (h(x)—x)=
Xx—+oo X x—+co x—+o

lim Inx = +o0

x—>+oo
h admet une branche parabolique de direction celle de la droite d’équation y=x
Dérivée et sens de variation

La fonction est dérivable sur son domaine de définition et sa dérivée est h'(x) =
1plox

X oF
vx € ]0; +oo[ h(x)> 0 ; donc, g est croissante sur |0; +oo[
Tableau de variation

x 0 a +oo
h'(x) Ay +
+oo
h(x)
—co
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e Sur |0; @[ on a des valeurs négatives de h.

e Sur |a; +oo[ on a des valeurs positives de h.

b) Déduisons que (A) coupe (C) en un point unique d abscisse a vérifiant
a + Ina = 0 et montrons que 0,56< a < 0,57.
y= f=>x+1—x+1+x+mx

= x + Inx = 0 D apres la fonction h étudiée haut, ce point est unique et

vérifie bien la relation a + Ina = 0
h(0,56) = -1,98 107 et h(0,57)=7,88 10°h(0,56) x h(0,57) < 0 done
0,56< a < 0,57.
¢) Déterminons la position de (C) par rapport 4 (A).
(C) et (A) se coupent en un point unique d’apreés b). d’apres a) :
o Sur |0; af on a des valeurs négatives donc (A) est au dessus de (C).
e Sur |a; +oo[ on a des valeurs positives donc (C) est au dessus de(A).

Etudions le sens de variation de f.
f est dérivable sur son domaine de définition et pour toht réel x,ona:

: 1 x—2xlnx 1 1-2Inx

f(x)=1—?+7-=1—;5_+.—x3-—
! x3—x+1—2Inx g(x)
o) = I

g (x) étant positive donc f est strictement croissante sur son Dy.

Déduire de 3. ’existence d’une valeur unique telle que £ ()= 0.

fest strictement croissante sur ]0; +oofet varie de —co a + oo donc il existe un réel §
tel que f(B)=0

Montrons que 0,46< £ < 0, 47,

£(0,46) = —3, 610“2 f(O 47y'= 0,2 on a £ (0,46) X (0,47) < 0 donc B appartient
acet mtervalle :

Construlsens (C) et {A) x |o B e
Tableau de vazgya;tlon.: =

1) £ <F

fx)
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Tracer (C) et (A)

a) Calculons a I'aide d’une intégration par parties fle T—fdxw
Posons U=lnx U=1/x et v’flfx2 V=- 1/x
[ . [-—“"f] + ff Zdx=1-2
2 bl Hachurons la région du plan comprlse entre (C) et (A) et les droites

. d’équations x= 1 et x = e. (voir figure ci-haut)
¢) Calculeren cm” Iaire de cette région.

A= (fe 2 dx + f —)u a=10,9cm’ unite d’aire 4cm’
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