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CORRECTION DE MATHEMATIQUES, Séries C, D, E ET GCE A-LEVEL 2010

Exercice 1
I. On considére les suites (x,) et (y,) définies pour tout entier naturel n non nul par: x; =

1 Tt
J, t"Costdt et y, = [ t"Sintdt .

il

a) Montrons que (x,,) est & termes positifs et étudions ses variations

1
T = f t"Costdt
0

On a vie [0;1]etvVn € N, t"Cost > 0 et par positivité de l'intégrale
0<J 91 t"Costdt .Donc (x,,) est a termes positifs.

vVte [0;1]etvVne NS xp —x, = fol t"(t—1)Costdt ; Or Vte [0;1], t—1.<0 , puisque
t"Cost = 0 ,alors t™(t — 1)Cost < 0 et par positivité de I'integrale foi t"(t = 1)Costdt < 0.
DoncVn € N*, x,,.; — x, < 0.0n en conclut que (x,,) est décroissante

b) Déduction sur la convergence ;
D’aprés la question 1.a, (x;,,) est décroissante et minorée par 0,donc elle converge.
2. Démontrons que pour tout entier n, x,, < 1/(n + 1) eten déduire la limite de la suite (x;,)

vte [0;1],Cost <1;

vte [0;1]et¥n e N t" = 0etdonct"Cost < t"

Alors en passant a l'intégrale on obtient par positivité de ‘cggte‘ derniére f01 t"Costdt < fol t"dt &
1 ;

i
< —— [¢nt+1 Al =
A = (" o n+1

1
Donc x,, < —

+1 ,
Puisque 0 < x,, < — et que lim,, 5 " 0 ,par le theoreme des gendarmes on en conclut que

lim,_, ., x, =0.
3. -
a) Démontrons que pour tout entier naturel n non nul, x,,,1 = —(n + 1)y, + Sin(1)
1 i
et Costdt”

= 1
Vne N x p = [t**iSint]i — (n + 1) f t"Sintdt = — (n + 1)y, + Sin(1)
ik 0

DoncvVne N*, x4

n+ 1)y, + Sin(1).
b) Déduisons-en que li

w¥n =10
1 :
Yni= (_n+ 1) Goy i Sin )

1 :
n—+1-) = 0 ,alors lim,,_,, ¥,, =

Puisque lim,,_, o, x, = 0, alors lim,, ., %41 = 0 et comme lim,_, ;o (—

0.
4. Déterminons lim,,_, ., nx, etlim, o ny,
Puisque lim,,_, ;o X, = 0, alors limy,, o0 Xp4q = 0 =lim, o [—(n + Dy, + Sin(1)] = 0
< lim ny,+ lim y, = Sin(1) & lim ny, = Sin(1)
n—+oo n—+oo n—+oo
De méme lim,,_,, ,nx,, = Cos(1)
II. Résolvons I'équation (E): f'(x) = 1+ f(—x) et recherchons une solution particuliére a I'équation
compléte
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[ =1+ f(=x) © f'(=x) = 1+ f(x) (1) ; en considérant que f est 2 fois dérivable, on peut écrire
en dérivant membre en membre notre équation que f'(x) =1+ f(—x) = f"(x) = —f'(—x) =
== —1" () (2)

En remplacant (1) dans (2), on obtientf'(x) = 1 + f(—x) = f"(x) + f(x) = -1

Donc toute solution de f(x) = 1+ f(—x) est solution de f"(x) + f(x) = —1 .Résoudre (E) revient
donc a résoudre f"(x) + f(x) = —1 et a chercher parmi ses solutions celles qui sont solutions de

(E)-
Résolutionde y"' + y = —1

Equation caractéristigue homogéne: v* + 1 = 0;alors r = +i

Solution de ['équation différentielle homogéne associé: y, = e®*(ACosfx + BS mﬁx) = ACosx +
BSinx,ou A et B decrivent R i

Solution particuliére de y" +y = —1: On cherche la solution particuliére sous la forme du second
membre ; doncy, = € ,C € R.On trouve ¢ = —1, :

Alorsy = y; + yy = ACosx + BSinx — 1,011 A et B decrivent R

Recherchons donc les solutions de (E).ll s'agit de trouver I'ensemble des fonctions f de la forme
f(x) = ACosx + BSinx — 1 qui satisfassent la relation f'(x) = 1+ f(—x).
f'(x) = —ASinx 4+ BCosx et f(—x) = ACosx — BSinx — 1 ;on obtient I'égalité A = B

Conclusion : La solution générale de (E) est l'ensé"mble des fonctions f:x +— f(x) = A(Cosx + Sinx) —
loudER.
Une solution particuliére : 1l suffit de prendre A 0 et on trouve hx) =

Exercice 2 i

Le biréacteur est un avion a deux réacteurs

Le quadriréacteur est un aﬁon a 4 réacteurs

1. Déterminons en fonction depla fﬁiaQe probabilité de X ainsi que celle de Y.

X est la variable aléatoire qui est a_sSoéié__auLhorﬁbre de réacteurs ayant une panne sur le biréacteur

quadrireacteur

Les avaries pouvant urvenir sur les reacteurs sont indépendantes les unes des autres et ont la méme
probabﬁtte d’ apparl‘a N p : NOUS pouvons donc considérer ici que chaque test consistant a connaitre
le nombre de reacteur yanne tant dans le biréacteur que dans le quadriréacteur est un schéma
de Bernoulli o lepre ve consiste A 4 savoir si un réacteur est en panne (éventualité succés) ou
pas (échec).

Avec le biréacteur, nous pouvons nous retrouver dans la situation o aucun réacteur n’est en panne,
ou 1 réacteur est en panne ou alors dans le cas extréme ot les deux réacteurs sont en panne ; X peut
donc ainsi prendre les valeurs 0 ; 1 et 2.

Les probabilités sont données par: P(X = k) = Ckp*(1 —p)" *,n=2etk ={0;1;2}

Nous avons donc la loi :

X=Fk 0 1 () 2

P[X = k] ) 20(1-p) P’
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Vérification :(1 — p)? + 2p(1 —p) +p* =1
De méme avec Y, on aura la loi :

Les probabilités sont données par P(X = k) = Ckp*(1 —p)"* ,n=4etk ={0;1;2,3,4}

Y=k 0 1 2 3 4

PIY =yl 1-—p)* 4p(1—p)® |6p*(1 —p)? api(l-p) | p*

Verification:(1 — p)* + 4p(1 — p)3 + 6p2(1 — p)**** (1 —p) + p* + 1

2 .

a) Calculons les probabilités Py et Py pour qu'un biréacteur ou un quadriréacteur achéve son vol
apres une avarie. % :

En cas d’avarie, le biréacteur achéve son vol si et seulement si un seul de ses réacteurs est en panne ;
tandis que le quadriréacteur achéve son vol si et seulement si un ou'deux au plus de ses réacteurs
sont en panne. ]

METHODE 1 : La formulation de la question nous invite & utiliser la probabilité COndltlonnelle ainsi :

Dans le cas du biréacteur, 2p(1 — p) est la probabilité que 'avion presente une avarie et achéve son

ol; 1 — (1 — p)? estla probabilité que I'avion pr_é;sénte une avarie d’olt

2pd—p)

1— (IT=p)*

De méme dans le cas du quadriréacteur: 4p(1 — p)3 -+ 6p%(1 — p)*estla probabilité que I'avion
présente une avarie et achéve sonvol 1-(1=p)* est la probabxhte que l'avion présente une
avarie d’ot1 :

Pp =

4p(1 - p)3+6p 1 -p)?

Deux cas favorables : un seul réacteur tombe en panne, la probabilité est alors 4p(1 — p)? ; deux
réacteurs tombent en panne, la probabilité est alors 6p% (1 — p)%

Cas possibles : 1, 2,3 ou les 4 réacteurs tombent en panne, la probabilité estalors 1 — (1 —p)*
» x p _ 4p(-p)® | 6p*(1-p)’ _ 4p(-p)*+6p*(1-p)°

Doufe = tamy ticamr =~ 1-a-n*

b) Déterminons Py — Py en fonction de p.
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2p(l=p) ol =p) L6pi@d—p)

Py — Py =
iR 1-(1-p)*
2o ol (s (i p)P Fepsl )t | 2p @ p)@p — 1)
=@ =T Tt
Donc
2p°1-p@2p-1)
Pg— Py =
B ==
c) Indiquons suivant les valeurs de p quel type d’avion présente la meilleure fiabilité.
2p°(1—p)2p—1)
Py — Py =
==

1—(1—p)* > 0carp €]0; 1[; donc seul le numérateur 2p*(1 — p)(2p — 1) nous lnteresse eten
particulier (2p — 1) car 2p?(1 —p) > 0 -
2p — 1s’annuleenp = 5 et change de signe .
Alors :
e VpE ]{); %[, le quadriréacteur présente la meilleure fiabilité.

e VpE E gl [ , le biréacteur présente la meilleure fiabilité.
e Enp= % » le biréacteur et le quadriréacteur présentent Ja méme fiabilité : ;

Exercice 3 : '
i Montrons que, pour toute fonction f de (E) =0

I = f [x — f(x)ldx, pulsquef € (E) (C3) est Verlflee ,alurs x — f(x) = 0 pour toutx € (E) et par
positivité de I'intégrale,lr = 0.

a. Montrons que la fonctlon h véri _:e les CGndltIOIlS (C1) et (C2)

vx € [0;1],h'(x) = (lnz) X 2% > ,donc hest strictement croissante sur [0; 1] et donc (C1) est

1 4”1 —1=0eth(l) =2'—1=2-1=1;donc (C2) estaussi

vérifiée. Par 311]
verifiée

h vérifie les conditions (C1) et (C2)

1 < 2¥ < 2 (1) ; orla fonction qui & x associe x + 1 est également
croissante sur [0 1] tx + 1 <2(2)

(1) — (2)donne2*=(x+1) < 0,douvx €[0;1],g(x) <0

() Déduisons-en que h € (E)

D’aprés la question 2.b, vVx € [0; 1], g(x) < 0 ce qui équivauta 2* — 1 < x < h(x) < x etdonc (C3)
est verifiée ;Puisque d’apres la question 2.a ,h vérifie aussi les conditions (C1) et (C2),on en déduit
donc que h € (E).

d. Montrons que le réel Iassocié a la fonction h est égal a 5 = f;}zﬂ

gx i & gl SRS . ol
= —_ = = = =l T = —_——]l—_——==——
1’1_[ LS et f be ¥ =l [an 7" x]o [an 71 an] o
0 0
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30 il
Donc Iy = ST
3
a.
> Montrons que la fonction P vérifie la propriété (C2) si et seulement si, pour tout réel x de

I'intervalle [0,1], P(x) = ax? + (1 — a)x.

e Supposons que P vérifie la propriété (C2)

Ona:P(0) =ax0?+hbx0+c=0,cequiconduita c = 0(1)

P()=ax12+bx1+c=1,cequiequivautaa+b=1=b=1—a(2)

En remplacant les valeurs de b et c issues des relations (1) et (2) dans 'expression de P(x) , on obtient
P(x) =ax?+ (1—a)x

Donc si P vérifie la propriété (C2) alors, Vx € [0, 1], P(x) ax? + (1 —a)x

o Supposons maintenant que,vx € [0,1], P(x) = ax? + (1 — a)x

Ona:P(0)=ax0*+(1—-a)x0=0etP(1)=ax1?+(1-a)x1=1

Donc Vx € [0,1], si(x) = ax? + (1 — a)x, alors P vérifie la propriété (C2).

Conclusion : La fonction P vérifie la propriété (C2) si et seulement si, pour tout réel x de l'intervalle
[0.1], P(x) = ax? + (1 — a)x. :

> Montrer que toute fonction P definie sur [0,1] par P(x) = ax? + (1 — a)x avecO <a<l
appartient a (E).

D’apreés le résultat de la question précédente P vérifie la propriété (C2) ;par ailleurs Vx €
[0,1],P'(x) =2ax+1—a>0,carZax>0etl—-a>10

Donc P est strictement croissante sur [0, 1] et par Consequent (C1) est verifiée.Comparons sur [0, 1]

LP(x)etx:

Px)—x=ax’>+(1—a)x—x= ax(x — 1) < 0 Donc P(x} < sur [O 1] et par conséquent P vérifie
(C3). g

Conclusion : Toute fonction P deﬁme sur [0 1] par P(¥) =ax? + (1 — a)x avec 0 < a < 1appartient 3
e Y

b. Exprimons en foncti?iﬁ dea léﬁ*’ :zéf Ip assodi,sé_ a la fonction P.

- 1
; (1—a)x)]dx = f[—ax2 + ax]dx = a [—%x3 + %xz]

1

5 6

1p=j1[x—egxﬂdx=ﬁ
0 - 5

— % ~ 0,3438 € |0; 1] ,puisque a € ]0; 1[ ,on en déduit qu'il existe donc une

valeur de a telle que Ip = I.Cette valeur esta = 9 — EE




	1
	2
	3
	4
	5



