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CORRECTION DE MATHEMATIQUES, Séries C, D, E ET GCE A-LEVEL 2009

EXERCICE I
1. Déterminons le nombre de pieces fabriquées par chacun des 2 employés.
Soit t le temps (en minutes) mis par AMOUGOU pour fabriguer une piéce, en 7 heures, il va donc
fabriquer @piéces ; EBONGUE va par contre en fabriquer %; et la relation entre les
7Xx60 _ 7X60

quantités est e 8.
L 7X60 _ 7X60 420t—(420-8L)(t+6) o N
Ona: o R e 0 & 420t — (420 —8)(t + 6) =

o t2+6t—315=0
A=62—4x (1) x (—315) = 1296 = 36>

—6— 36 —6+ 36 ;
t=———= =21 <0 ett, = — g0
On prend donc t = 15 minutes et par conséquent AMOUGOU fabrique 7%:9 = 28 pieces et
EBONGUE"= = 20 piéces.
2. Résolvons I'équation : Sin’x — 3SinxCosx + 2Cos*x = 0

2 2 g
Sin’x — 3SinxCosx + 2Cos*x = 0 ;(’Sinx —-.ECosx) —ZCoszx + 2Cos%x =0
R 2 1w W % 3@\ 1 Z
@(Smx—§Cosx) ——Coszx=0 @.(Smx»'ﬁ‘w :asx) —(qCasx) =0

3 3 1

(.S'mx——z—Cosx——Cosx)(Smx—ECosx-i-zCosx) 0
. & (Sinx — 2Cosx)(Sinx — Cosx) = 0
Sl_nx ACasx —10NNED)
@{

! ou
Smx — Cosx = 0 (2)

nx — ————~Cosx =0
\/12+22 V1 2+22
NG

@?Slnx——s—ﬁ‘osx =()

eSinx—a)=0x=a+kn  kEZ

V2 V2
(2) ©® —Sinx —7Cosx =0

2
& €05 Sk~ Sin—Gosk =0
05 Sinx — Sin—Cosx =
] T A y
(:)Sm(x—z)—() @X—Z-I'kﬂ,k EZ
_ 5
e kK €T et /Com_?
Donc Sml.—{;'*' T; a+ ﬂ:}avec, et o 2 ___z_\/§
ine ==
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EXERCICE II
On considére la fonction h définie sur Rpar: h(x) = n(1 +e ™) —1/(e* + 1)
1. Déterminons la limite de hen +oo.

Jim () = lim_ [ln(l re == =0
can iy or e = () ier iy S —F [ co
24
=  Calculons h’
—e™ e* e* o

,: h' = = ==
oo Tte® (@+DF (+12 1+eg*

= Vérifions que pour tout réel x, h'(x) = — 1/(e* + 1)?

) e* e e* e e* e” 1
— _ = — X—= - _
Vo +D?2 1+e* (e+1)° 1+e* e (@+12 e +1
1
ex+1[ex+1 ] ez -2 h
Donc h'(x) = _(ex—inl <0

= Puisque h'(x) < 0, alors h décroit vers 0 et par consequent, ¥ x € R, h(x) > 0.
On consideére la fonction f definie sur R par: f(x) = exln(l +e™%)

1. Déterminons lim,._, ;¢ f(x)

T o Inifitte 5 it ln'€1+X) 47 In(1+X)—Im(@d+0)
x—EToo f(x) o xv}ngloo e X _ XIE-)% e —XI_[’)I"IJ X—=0 i~

21 "
= Vérifions que pour tout réel x, f(x) = —xe* + eXln(1 + e*)
fx) = e*In(1 + e™) = e*lne *(e* =+ 1) = ex[lne““’ + In(e* + 1)] = e*[—x + In(e* + 1)]
= —xe* + exln(l + e¥):

: a+ e"j}-: 0 car
et lim e*In(1+e*) =0

" x—>—00

A e~ XpX 1
' — —-x) _ — =
) =e*n(1+e™) T e*ln(1 +e™™) T o
el’
—_— X Tty O U X E—m W = pX
e*ln(1+e™™) - (ln(l-{-e ) e’f+1) e*h(x)
Donc, f'(x) = e* (ln(l +e™) — x+1) = e*h(x)

En 2.), on a montré que V¥ x € R, h(x) > 0 et nous savons que Vx € R,e* > 0; Donc e*h(x) > 0
et par conséquent f'(x) > 0.

=  Tableau de variation




X —00 4o
') ay
1
f
0

= Graphe de la fonction C¢
Déterminons le point d'intersection de C; avec I'axe des ordonnées.
f(0) = —0e® + e%n(1 +e°) = In2
La courbe coupe 'axe des ordonnées au point (0, [n2)
N.B: on omet la recherche des points d'intersection avec I'axe des abscisses car on remarque
d’apres notre tableau de variation que la courbe ne coupe pas cet axe.

N

On admet que le nt A(a, b) est centre de symétrie de la courbe C si et seulement si pour tout x
de ﬂé";«:[f(a +x) i@ x)]/2=0h
1

1. Sielle .é\:dm’et un centre de symétrie, 'ordonnée de ce point A est-

2. Démontrons que '’équation f(x) = 1/2 admet une unique solution sur R .

F est monotone strictement croissante sur R, elle réalise donc une bijection de R sur ]0,1] et
puisque 1/2 € ]0,1[, alors il existe un unique a € R / f(x) = %

3. Nous savons que (; admet un centre de symétrie si et seulement si Vx€R,
[fla+x)+fla—x)l/2=b (1

= 1
Ici,a=a etb=5
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Puisque (1) est vérifitke Vx€R , en particulier pour x=a , on doit
avoir:[f(a+ a) + fla —a)l/2=1/2 & [fQ2a) + f(0)]/2 = 1/2 & [f(2a) + In2]/2 =
1/2 ; Ce qui est en contradiction avec le resultat [f(2a) + In2]/2 > 1/2 ; donc Cr n'admet pas
de centre de symétrie.

EXERCICE 111
IL

= DémontronsqueV et 0’ € R,e
Ona:el®+8) = Cos(0 + 67) + iSin(f + 8") = CosOCos0' — SinBSing’ + iSinBCosb’ +
iCosASing’ = CosBCos@’ + CosO(iSin8") + (iSind)Cos6' + (iSind)(iSin6’ ) = (CosO +
iSin@)(Cosd’ + iSing") = efei®’,
Donc:V @ et @' € R,ei#+6") = ifgi6",

= Déduisons-en que pour tout réel 6 et pour tout entiern € N*, (eig)

o 0 s
i(0+0") _ ,i6,i0

n i :
— pint

On a e'w”’ ) = 198" ; en particulier pour 8 =6’ ,on a €?? = (e¥)"; on en déduit que

(e®)" =
IL
1. Simplifions «? puis calculons 1 + w + @ 2o

5 -
= (elzsg) — e ]
s 14w+ todtet=
1ére méthode : ;
Partant de 'équation w® = 1 on en déduit que 1+ w + w? + @® + w* est la somme des 5
racines 5¢me de I'unité et par conséquent 1 + @ + w?+wi+wt=0.

2&me méthode :
1+ 0+ 0? + w? * w* est la somme des 5 premiers termes d'une suite géométrique de

raison « et de premler terme 1. Alors 1+ @ + 0? + @? + @w* = 1 x=—2%; or on vient de

montrerquecu = ; donc1+m+co2+m + w* =0.
2
2. Mon,“'ensqueVze @ (1+2+z +z3+2z%) = (z+§) i z+§)—1_

¢ W ihe 1
*z+zz+zs+z4)=—2+—+1+z+z2=zz+(—) =]
Z 7 Z Z

iy 2 /' 1 1,2 1
=(z+—) —2xzx—+(z+—)+1=(z+—) +(z+—)—1
Z Z zZ Z z

a. Résolvonsidans Cl'équation z2+z—1 = 0.

ZZ+z—1=0
A=1?—41)(-1) =5=(V5)
-1-+5 -1++5
T
S_—1—x/§_—1+\/§
Sl

b. Déduction de la valeur exacte de cos(2w/5).
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En 1.) On a montré que 1 + w + w? + w3 + w* = 0 et donc en 2.) on peut remplacer z par

o .En posant w-I—Z)-:Z dans l'égalité de la question 2.), on retrouve l'équation

zZ2+z—1=0;

les 2 solutions trouvées en 3.a) nous permettent d’obtenir les équations suivantes:
1 —1—5 1 _ —1+/5

Lhirs e (2)

La valeur exacte de cos(2m/5) sera donc la partie réelle de l'une des solutions de des
équations (1) et (2).

Avec (1) ona w? + (1+J_)w+ 1=0
%
1++5 1
2 2
—1-+/5
Ralon) = Balnn) = =3 o
Avec (2) de fagon identique ona: R .(w;) = R.(w,) = VF = = 0 ;
oro < ?H Z galors cos(21/5) > 0; on en déduit donc que (211"/5) :;%gi;

a. Déterminons une équation du cercle C: :
Vv Md'affixez, M € C & |z—zx| = |z — 24|

e 57 z 1\ B L am
o (x+3) +0-02=(-1-0) +(0-3) & (x+z) +y2 =2
b. Montrons que H a pour abscisse cos{(2m/5) :
Les points d’intersection de € avec l'axe (0;i) sont tels que y = 0; (1) devient donc

1+\/_>0

au . La valeur positive
— ‘/_ <0

pour abscisse cos(2m/
(o Ded

] Cercle de centre O et de rayon 1).
s la construction du pentagone régulier de centre O dont B est un sommet.

En prenant chaque sommet pour centre on trace les cercles de rayon r ; leurs intersections
avec le cercle unité donne les autre 3 sommets restants et en joignant ces sommets on
obtient notre pentagone régulier.




3

A 4

EXERCICE IV
A.
1. Forme des solutions de cette équation
L’équation caractéristique homogeéne est r2 + 36 = 0.
”+36=0 © (r —60)(r+60) =0dou r, =—6ietr, = 6i
Alors la forme des solutions est donc : y = ACosé6x + BSin6x ,A,B € R
2. Solution f
Aveca), f(0) = V3 & ACos(6 X 0) + BSin(6x 0) = V3 & A=3.
Avecb), f'(0) = 6 & —6ASin(6 X 0) + 6BCos(6 x0) =6 B =1
Donc: f:x = f(x) = V3Cos6x + Sinéx.
3. VeérifionsqueVx € R, f(x) = 2sin(6x + 7/3)

Ona:f(x) = V3Cos6x + Sinbx = 2 (?Comx + %Sinﬁx) = (Sin—;ECUSGx -+ Cas%SinGx) =
T
25in (6x +3)
DoncV x € R, f(x) = 2sin(6x + m/3).

B.
1. a)Calculons, et I

s s

4 4 o
IOZJ’tanOtdt=fldt=Z
0 0

: :
i 2
I, = fmlrdr: jtan (t) dt = —[In|Cost|]} = —[Ing—lnl] = In\2
0 ]

T 1
Donc : Iy = Zetll = Elnz
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b)
= MontronsqueVp€N;L,.,+1,=1/(p+1)

T T
ona:ly, + I, = [#tan? 2t dt + [# tanPt dt

tan?*?t = (1 + tan®t)tanPt — tanPt alors,

T T T ™
Z o 7 7
f tanP* 2t dt + f tanPtdt = f[(l + tan’t)tanPt — tanPt] dt + f tanPt dt
0 0 0 0
2 1 =1 = 1
= | (1 + tan“t)tanPt dt = el == ——
p+1 il
0

Donconabien Iy, +1I,=1/(p+1)

= Déductionde I et I;
i b1
Iz +Ih=1/0+1) &I, = 1—1,,:1—Z

1
L+ h=1/A+1) & I3 =>— lnz=—(1 n2)

2. Démontrons que la suite (/;,) ey est décroissante et en deduu"e qu’elle converge
* Lasuite (I,)nen €St décroissante si et seulementsivVn €N; I, — 1, <0

T 13 T 53
e I e W a
gy =ik = ftan"“tdt— J tan“tdt:;::::f(tanh* t — tan™t) dt = j tan™t(tan' t — 1) dt

0 0 0% i 0

0<tant<1le tant—1<0 (2) s N
de (1) et (2), _ong, Obl;tent itan™t(tant—1) < 0et donc par conséquent

- ,par conséquent (I,),ey est minorée par 0 et puisque (I )neny est
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